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理论物理学教程（共十卷）是一部享誉世界的理论物理学巨著，是反 

映经典物理学向现代物理学转变的里程碑式的重要著作，于1962年获 得列宁 

r 

奖。原著为俄文,现已有十余种.文字的分卷译本，六种文字的全卷译本。本 
教程中的七卷是由诺贝尔物理学奖获得者、苏联科学院院士、伟大的理论物 
理学家 ；！. A . 朗道和他的学生、苏联科学院 院士、 杰出的理论物理学家 
E . M . 栗弗席兹在 20 世纪 40 — 50 年代陆续编写而成的 T 另外三卷由栗弗席 
兹和俄罗斯科学院院士 n . 皮塔耶夫斯基等人按朗道的计划在60 — 70年代 
编写完成，后经不断补充完善，现已成为举世公认的经典学术著作。本套教程 
内容丰富、立论明确、轮证严谨、物理图像清晰，涵盖了理论物理学从微观到 
宏观的各个领域，各卷中附有丰富的习题及解答，是学习理论物理学的必备参 
考书。 

本书是理论物理学教程的第 十卷， 全面详细地论述了统计非平衡系 
统中过程的微观理论，特别着重于阐述基本物理概 念和一 般原理与方法 。 全 
书内容十分丰富，除了对简单的气体动理学理论给予足够重视外,还用了几 
章篇幅充分论述了等离体动理学理论，此外对介电体、金属、超导体、量子 
液体以及相变理论中的动理学基本现象及其研究方法的 最普遍 问题也进行了 
阐述。 本 书可作为高等学校物理类专业的本科生和研究生教材，也可供教师 
及其它相关学科的科研人员参考。 




学科类别：物理 
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《理论物理学教程》的最后这一卷用于论述物理动理学①，就广义而言，应该 
理解为统计非平衡系统中过程的微观理论 • 

与统计平衡系统的性质不同的是，任何物理客体中的动理学性质和微观相 
互作用特性的联系要更加紧密得多 • 由此可以看出这些性质的极其多样性以及 
它们的理论的极其复杂性 • 因此，哪些材料应该进入理论物理学一般教程的问 
题，就变得不那么简单了. 

本书内容由目录可清楚了解.这里仅想再作几点 说明. 

气体理论通常被认为是动理学理论的最简单的一个分支，本书对此给予了 
相当的 注意. 书中用了几章篇幅来论述等离体理论，这不仅是由于动理学理论 
的这个分支本身在物理学中的重要性，而且还因为许多等离体动理学问题巳经 
可以彻底解决，给动理学理论的一般方法提供了大有教益的例证. 

固体的动理学性质尤其多种多样 • 在选择相应章节的材料时，我们自然须 
将注意力仅限于那些能阐明物理动理学基本现象及其研究方法的最普遍问题 • 
这里应当再一次着重指出，本书仅是理论物理学教程的一部分，绝无打算将本书 

写成固体理论教程. 

本书内容有两个很明显的不足：没有包括磁过程动理学问题以及与快粒子 
穿越物质相关的动理现象理论.这与时间不够有关，在这一版中我们决意容忍 
这些不足，以使这本书的出版不致更加延迟.我们可以期望虽然本书并不包含 
可能需要的一切内容，但我们相信，它已包含的全部内容对读者来说都是饶有兴 

趣和有 用的. 

这卷书的出版完成了列夫•达维多维奇•朗道四十多年前拟定的计划•整 
个教程由下列十卷 组成： 

第 一卷： 力学， 


①英文 “ kinetics ” 现订名为“动理学”，专指研究稀薄流体微观粒子（或准粒子）运动机理的学科. 
曾用名“动力学”易与经典力学中研究物体受力和运动状态变化规律的分支学科“动力学 （ dynam i CS) ” 相 
混淆.——译者注 ♦ 



第 二卷： 场论， 

第三 卷：量 子力学（非相对论理论）， 

第 四卷： t 子电动力学， 

第五卷 ：统计 物理学 I , 

第六卷••流体力学， 

第七卷 ：弹性 理论， 

第 八卷： 连续介质电动力学， 

第九卷 ：统计 物理学 II ( 凝聚态理论）， 

第 十卷： 物理动理学. 

应该注意，《统计物理学 n 》 列于这套教程中第九卷的位置是由于它要应用到许 
多流体力学和宏观电动力学的 知识. 

这套教程从 1973 年开始的俄文新版本到现在为止已经出版的有第一、二、 
三、五、九、十各 卷①. 第七卷可能无需很多修改就可再版.以前出版的名为《相 
对论性量子理论》的第四卷，将从中删除关于弱相互作用和强相亙作用的章节, 
不久将作为《董子电动力学》 再版. 第六卷和第八卷已有多年未曾再版，需要进 
行相当大的修改和补充，我们打算在近期着手这件工作. 

A. •安德列耶夫， P.H. 古尔日， B. 71 •古列维奇， K). M. 卡甘， M. M •卡甘诺 
夫和 M. M. 栗弗席兹曾参加研讨过本书所论述的若干问题，谨在此表达我们的 
衷心感谢. 

71 . n. 戈里科夫和 A.A. 鲁哈泽通读过本书手稿并作了若干评注，谨在此表 
示谢意. 


1978 年 11 月 


E. M. 栗弗席兹 
；!• n. 皮塔耶夫斯基 


①目前原著新版本已全部出齐，中译本将由商等教育出版社陆续翮澤出版 译者注 - 



粒子分布函数 /( 第一至六章） ：按动 董的分布总是相对于 d 3 p - 
电子的和声子的分布函数 - 景子态占有数 n (/0 和 TV ( Ar ) (第七，九至第 
十一 章）； 按动量的分布总是相对于 d 3 p /(2^ h )\ 

碰撞积分 C , 线性化碰撞积分 /. 

热力学量 ：温度 压强 P , 化学势 m , 粒子数密度以，粒子总数总体积％ 
电场强度五，磁感应强度元电荷 e (电子电荷- e ). 

估计时采用下列符 号：特 征长度乙；原子尺度，晶格常量 A 平均自由程/;声 


求平均由角括号〈…〉或在字母上加横线来表示 • 

三维矢*的下标用希腊字母 cc ， P , …表示 • 

在第三至第六 章中： 

电子质 f m , 离子质量 
电子电荷 - e , 离子电荷 ze . 

电子和离子的热速度 

v Tt - ( r e / m ) 1/2 , v Tl = ( T / M ) in . 

等离体频率 

|2 e = (4 ir / V f e 2 / w ) 1/2 , Cl x = % z 2 e 1 / M ) 1/2 . 


德拜半径 



拉莫尔频率 




eB _ 

me 




zeB 



引用《理论物理学教程》其它各卷中的章节号和公式号时： 

第一卷=《力学》，俄文第五版，中文第一版,2007， 

第二卷=《场论》，俄文第八版，中文第一版， 

第三卷= 《量 子力学（非相对论理论）》，俄文第六版，中文第一版, 



第四卷 = 《置子电动 力学》 ，俄文第四版，中文第一版， 

第五卷=《统计物理学 I 》，俄文第五版，中文第一版， 

第六卷=《流体力学》，俄文第五版，中文第一版， 

第七卷=《弹性理论》，俄文第五版，中文第一版， 

第八卷=《连续介质电动力学》，俄文第四版，中文第一版， 

第九卷=《统计物理学 n ( 凝聚态理论）》，俄文第四版，中文第一版. 


列夫，达维多维奇•朗道 （ i 908 — 1968 ) 理论物理学家、苏联科学院院士、 
诺贝尔物理学奖获得者。 1908 年 1 月 22 bi 生于今阿塞拜疆共和国的首都巴库，父 
母是工程师和医生。朗道 19 岁从列宁格勒大学物理系毕业后在列宁格勒物理技术 
研究所开始学术生涯。 1929— 1931 年赴德国、瑞士、荷兰、英国、比利时、丹麦 
等国家进修，特别是在哥本哈根，曾受益于玻尔的指引。 1932 — 1937 年，朗道在 
哈尔科夫担任乌克兰物理技术研究所理论部主任。从 1937 年起在莫斯科担任苏联 
科学院物理问题研究所理论部主任。朗道非常重视教学工作，曾先后在哈尔科夫大 
学、莫斯科大学等学校教授理论物理，撰写了大量教材和科普读物。 

朗道的研究工作几乎涵盖了从流体力学到量子场论的所有理论物理学分支。 
1927 年朗道引入暈子力学中的重要概念——密度 矩阵； 1930 年创立电子抗磁性的 
量子理论（相关现象被称为朗道抗磁性，电子的相应能级被称为朗道能级）； 1935 
年创立铁磁性的磁畴理 i 仑和反铁磁性的理论解释； 1 936—1937 年创立二级相变的 
一般理论和超导体的中间态理跑相关理论被称为朗道相变理论和朗道中间态结构 
模 型）； 1937 年创立原子核的几率 理论； 1940—1941 年创立液氦的超流理论（被 
称为朗道超流理论 ） 和_星子液体 理论； 1946 年创立等离子体振动理论 （ 相关现象被 
称为朗道阻尼 h 1950 年与金兹堡一起创立超导理论 （ 金兹堡 -朗道 唯象理 论）; 
195 4 年创立基本粒子的电荷约束理论； 1956 — 1958 年创立了费米液体的暈子理 
论 （ 被称为朗道费米液体理论）并提出了弱相互作用的 CP 不变性。 

朗道于彳 946 年当选为苏联科学院院士，曾 3 次获得苏联国 家奖； ] 9 54 年获得 
社会主义劳动英雄 称号； 1961 年获得马克斯 * 普朗克奖章和弗里茨.伦敦奖； 1962 
年他与栗弗席兹合著的《理论物理学教程》获得列宁奖，同年，他因为对凝聚态物 
质特别是液氦的开创性工作而获得了诺贝尔物理学奖 n 朗道还是丹麦皇家科学院院 
士、荷兰皇家科学院院士、英国皇家学会会员、美国国家科学院院士、美国国家艺 
术与科学院院士、英国和法国物理学会的荣誉会员。 











1958 年苏联原子能研究所为庆贺朗道 50 岁寿辰，送给他的刻有朗道在物理宁上最重要 
的10项科学成果的大理石板，这10项成 果是： 

1. 量子力学中的密度矩阵和统计物理学 （ 1927 年） 

2. 自由电子抗磁性的理论丨1930年> 

3. 二级相变的研究 （ 〗936 — 1937年 } 

4. 铁磁性的磁畴理论和反铁磁性的理论解释 （ 1935年> 

5. 超导体的混合态理论 （ 1934年） 

6. 原子核的几率理论 （ 1937 年} 

7. 氦 II 超流性的量子理论 （ 1940 — 194〗年> 

8. 基本粒子的电荷约耒理论丨1954年 } 

9. 费米液体的暈子理论 （ 1956年） 

10. 弱相互作用的 CP 不变性 （ 195 7 年） 
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朗道十诫 石板 * 
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气埯动理#号锋 


§1 分布函数 

这一章论述气体动理学理论①，只考虑由电中性原子或分子组成的普通气 
体.这个理论的研究对象是理想气体中的非平衡状态和过程.应该注意到，这 
里理想气体是指稀薄到如此程度的气体，以致其中每个分子几乎总是作自由运 
动，只有在与其它分子切近碰撞时才发生相互作用 • 换句话说，这意味着分子间 
的平均距离卩〜 AT 1/3 (; v 是单位体积中的分子数）要远大于它们本身的尺度，更 
精确地说，要远大于分子间力的作用半径必小童 W 〜（心0 3 有时称为“气态 
参量”. . 

气体的统计描述可以利用气体分子在其相空间中的分 布函数 /( up ) 来实 
现* 一 般地说，它是以某种方式选定的分子的广义坐标（其总体用^表示）和相 
应的广义动量（其总体用 p 表示）的函数，而在非定态情况下，它还是时间【的函 
数.利用 d T = dqdp 来表示分子相空间的体积元，这里约 定扣和 d /> 分别表示全 
体坐标和全体动量的相应微分的乘积.乘积 / dr 是处于给定相空间体积元 dr 巾 
的平均分子数，也就是说，具有和 p 的值在给定区间如和 dp 内的平均分子 
数.关于这个定义中的平均概念的意义，我们将在后面再来 论述. 

虽然函数/总是理解为相空间中的分布密度，但是在动理学理论中，最好采 
用适当选择的变量来表达，这些变 M 甚至可以不是正则共轭的广义坐标和动量. 
让我们首先来约定这个选择. 

分子的平移运动总是经典的.它由分子的质心坐标 r = U ， y ， z ) 和整体运动 
的动童 〆 或速度 t = p / m ) 描述.在单原子气体中，粒子（原子）只有平移运动. 
在多原子气体中，分子还具有转动和振动自由度. 


①简称气体动理论，曾用名“气体分子运动论”.——译者注. 
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气体中分子的转动实际上也总是经典的①.首先，它由分子的角动量矢 M 
M 描述.对于双原子分子，这就足够了.这样的分子是转子，它在垂直于矢量 M 
的平面内转动.至于在这个平面中分子轴转动的角度〜在实际物理问题中，可 
以认为分布函数与它 X 关，也就是说，在上述平面内分子的一切取向都是等概率 
的.这个情况与分子转动时角度 f 变化迅速有关，它的起源可以解释 如下. 

cp 的变化速率（分子转动角速度）是# = /2 = ^///.这个速率的平均值是6〜 
公/心其中是分子的尺度，而 * 是线速度的平均值.但是不同分子具有不同的 
值，它们围绕值按某种规律 分布. 因此，初始时具有相同 P 的分子很快形成 P 
值的 分散； 发生所谓按角度的迅速“勻 化”. 假设在初始时刻£ =0时分子按角度 
少=史。（在从0到区间内）和按 D 的分布由某个函数/(%，/3) 给出. 让我们 
从其中分出不依赖于 P 的平均值/(/2): 

/ =7(/2) +/'(〜,"）， 

2ir 

/ ( O ) = ^ J/(^Po *^)如 0 . 

0 

因此，/'(%,仍是％的周期函数，其周期为217,平均值等 于零. 在时间进程中， 
由于分子的自由转动 （f = /^+< p 。） ，分布函数按下列方式变化： 

JX ( pM ， t ) =7(/2) 

(并且利用减去的适当的整倍数的方法，变量 < p - Ot 可以认为是简化至从0 
到的区间）.在时间迸程中，/ ’变成随 D 愈来愈快振荡的函数 ：特征 振荡周 
期是 A /2 〜 2 ttA ， 它在分子（两次碰撞之间的）平均自由运动时间内就已经变得 

远小于 D 了. 但是，所有可观察物理量本身含有分布函数按 D 的某种 平均； 在 
这种平均中，迅速振荡函数 /' 的贡献本来就小得可以 忽略. 正是这一点使我们 
能够用对角度平均的函数来代替分布函数 /( 〜 "）• 

上述论点显然具有普遍性，并且适用于在有限区间内取值的任何迅变量 

(相位）. 

现在回到分子的转动自由度，我们注意到在多原子气体中，分布函数还可能 
依赖于另外的角度，它们确定着分子轴相对于矢最你的固定取向.例如，在对 
称陀螺型分子中，这个角度是你和陀螺轴之间的夹角（旋进角）；再次可以认为 
分布函数不依赖干陀螺绕其本身轴转动和这个轴绕 M 旋进这些迅速变化着的 


①我们注意到，要使转动成为经典的，条件是要满足不等式. h 2 /2/« r (其中/是分子的转动惯 
t , r 是气体的温度）.在普通气体中，只有低温下的氢气和氘气，才可能不满足这个条件. 

* 本书采用令玻尔兹曼常被 & = 1 的单位，故这里的温度 7 V 是以能聚单位蛋度的.——译者注* 
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角度① • 

分子内部原子的振动实际上 总是设 子化的，因此分子的振动态由相应的量 
子数确定.然而，在通常条件下（在不太髙的温度下），振动根本不能激发，分子 
处于它的基态（零点）振动能级. 

本章今后将用符号厂来表示分布函数所依赖的除分子质心坐标（和时间0 
以外的一切变 M 总体.从相空间体积元 dT 中分出因子 dl / = ( kd y ( h ， 而把其余部 
分变换为所用变 *( 并对分布函数/与之无关的角度进行积分）由符号 d 尸表 
示.量厂具有一个重要的共同特征：它们是运动积分，对于每个分子在其连续两 

4 

次碰撞之间的自由运动期间内（不存在外场时），保持为常1;但每次碰撞的结 
果 ，一 般说来，这些厂暈会发生改变 • 相反，分子的质心坐标 ty , 2,在自由运动 
过程中当然要发生改变. 

对于单原子气体，量厂是原子动童 p 的三个分景，因此 dr = d 3 p . 对于 

双原子分子，在厂中除动量 P 以外还有角动贷你，相应微元 d 厂可以表示成下列 
形式： 

d7^ = 2ud^ pMdMdo M (1.1) 

其中 d OA / 是对于矢景 M 方向的立体角元②.对于对称陀螺分子 ，在尸 中同时还 
有 M 和陀螺轴之间的夹角 I 于是微元<1厂变成 

dr =4 tt 2 d 3 pM 2 dMdo M dcos 0 

(其中一个 2 tt 因数是由于对陀螺绕其轴转动的角度积分 而来； 另一个 2 tt 因数 
则是由于对旋进角度积分而 来）. 

积分 


厂 ） dr = A^,r) 

是气体粒子的空间分布密度， / VdV 是体积元 dK 中的平均分子数.在这方面，必 
须作下列说明. 

这里说到无穷小体积元 dF ， 其实所指的并不是数学上的小体积，而是物理 


① 当球形陀媒分子（例如 CH 4 ) 转动时，确定分子相对于方向 M (与角速度的力向一致）的取向 

的两个角度始终是常数.当不对称陀锞分子转动时，由转动能置 = Wj /(2/,) + W ；/(2/ 2 ) +.^/(2/ 3 ) 
守恒所表込的角度组合始终是常 M . 这里义，是矢 MAf 在分子的转动惯鼋主轴 h 的投影，而/,, 
/ 2 ,/ 3 是相应的主转动惯 M . 

② 按下列方式叫以得到表达式 （1. 丨）、首先将 dr 写成 

t\r = d^ph( M * «)d 3 iWdo JI =d 3 p8(Wcos 0 ) M 2 SMdo^dcos 0 d(p 

的形式，其中 do . = dcos $<\< p 是分子轴方向的立体角元 （0 是分子轴与祕之间的夹角） ♦ 8 函数表达这样的 

事实， A / 只有两个独立分 s (相应于双原子分子转动自由度的 数目）：角动 M W 与分子轴互相垂直 ♦ 将上 
面写出的表达式对 dcos ed < p 积分，就得到 （1. 1). 
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上的小体积，即这样的空间区域，它的尺度远小于问题的特征尺度 L ， 同时又远 
大于分子的尺度.换句话说，所谓某分子处于给定体积元 dv 中，这个断言所确 
定的分子位置至多只能准确到一个分子尺度量级的距离.这个情况非常重要. 
假如气体粒 T 的坐标可以精确地确定，那么当比如说单原子气体的两个原子碰 
撞时，就会按确定的经典轨道运动，碰撞的结果也就会是完全确定 的了. 但是， 
如果问题是关于（像通常在气体动理学理论中那样）发生在给定的物理小体积 
中的原子碰撞，那么由于原子相互的精确位置的不确定性，碰撞的结果也将是不 
确定的，因而只可能考虑它的某种结局的概率. 

现在我们可以明确规定，说到平均粒子数密度时，我们指的是按上述物理无 
穷小体积元的平均，并且时间上相应地也是按粒子穿越该体积元的时间这样的 
量级的平均. 

既然用来确定分布函数的体积元的尺度远大于分子尺度 <那么分布函数 
发生显著变化的距离 △ 在一切场合应该同样也远大于 I 至于物理无穷小体积 
元的尺度与平均分子间距离？之间的比值，一般地说可以是任 意的. 然而，由分 
布函数所确定的密度的性质会由于这个比值的不同而存在差异.如果体积元 
dK 的尺度不是远大于 P ， 那么密度就不是宏观量 ：这时 dK 中粒子数的涨落变 
得可与粒子数的平均值相比较.只有当密度/ V 是相对于包含许多粒子的体积 
dV 而定义时，它才变成宏 观量； 这时在这些体积中粒子数的涨落相对来说较小. 
然而显然的是，只有当问题的特征尺度△同样也满足的条件时，这样的定 
义才是可能的. 

§2细致平衡原理 

让我们考虑两个分子之间的碰撞，其中一个分子的厂值在给定区间 d 厂，另 
一个分子的 r 值在给定区间 dr , ，而在碰撞后分别获得的 r 值在 d 厂和 dr \ 区 
间内，为简洁起见，我们将之简称为初值为厂和厂！而结果为厂和广，的两个分 
子的碰撞，或厂，厂，—厂 ，广, • 气体每单位体积在单位时间内这种碰撞的总数， 
可以写成两个因子的乘 枳：每 单位体积中的分子数 / u ， r,n dr , 与其中任一分 
子经受该类型碰撞的概率的 乘积. 这个概率总是正比于单位体积中厂，分子数 

厂,，并且正比于碰撞后两个分子厂值的区间(1厂 # 和 d 厂因此，单位 
时间和单位体积内 r ， r 、 碰撞数可写为 

w { r \ r x ;厂 ，厂, ）見<1 厂 d/\d 厂， d 厂， i ， (2.1) 

由此以后函数/的附标均对应于其变量厂的附标:/, = fU ， r ， r '、 

厂'）， 等等. 系数 W 是其所有变量的函数①. wd 厂 ' d /^ 与互碰分子相对速度 


①中初态 （ i ) 和末态 (/) 的特征从右向左书写，对应于跫子力学中的习惯 • 


绝对值的比值具有面积的量纲，即为有效碰撞 截面: 

如 ，(厂，厂;厂， 

v -v { 


( 2 . 2 ) 


假定粒子间按某个给定定律相互作用，函数 w 原则上只能通过求解粒子碰 
撞的力学问题来确定 • 然而，这个函数的某些性质亦可按一般考虑予以阐 明①. 

大家知道，碰撞概率具有一个重要性质，它是根据（经典的或量子的）力学 
定律的时间反演对称性得出的（见第三卷，§ 144) .令厂 7 表示*厂经时间反演 
所得到的值，这个操作使所有动董和角动量变号，因此，若厂= ( P ， 从），则厂 T = 

( - p ，- M ). 因为时间反演使碰撞“前”状态与碰撞“后”状态相交换，于是 

«；(厂，厂' 1; 厂厂,） = w ( r \ r ]； r \ r ])^ ( 2 . 3 ) 

我们注意到，这个关系式保证在统计平衡态时满足细致平衡 原理. 根据这 
个原理，在平衡态时，厂,厂广，厂 t 的碰撞数等于厂 7 ，厂？—厂 T ，厂〖的碰 撞数. 
确实，将这些碰撞数表达成 （2. 1 ) 的形式，我们有 

w{r\r\ ； r,r, )fj 0 l drdr l drdr\ = 

^ w ( r \ r ]； r \ r , ])f v ， 0 , drW， T d 厂 ': ， 

其中/。是平衡（玻尔兹曼）分布函数.相空间体积元的乘积 drd 厂 yrdr ', 在时 
间反演下 不变； 因此上述等式左右两边的微分因数可以省略.其次，当用 - 【替 
代^时能量不变^(厂）=^(厂 7 )，其中 〆 厂）是分子的能量，它是量厂的函数. 
因为（在整体静止的气体中）平衡分布函数仅依赖于能童， 

/ 0 (厂 ）= const • e s(n/r , (2.4) 

其中 r 是气体的温度，于是有/。（厂） =/ o ( r T ). 最后，根据两个分子碰撞时的能 
最守恒定律，有 e ^ e x = s f ^ e l x , 因此， 

/丄 : fV \、， ( 2 - 5 ) 

从而前述等式化至 （2.3). 

当然，对于以宏观速度 V 运动的气体，这个论断仍然正确.这种情况下的平 
衡分布函数是 

/ 0 ( 尸 ）= const • exp( - 〆 厂 > ^ ~ — j , (2. 6) 


/ 0 (尸 )= const 


• exp ( _ 


( 2 . 6 ) 


因为碰撞中动董守恒 P = 〆 ，等式 （ 2 . 5 ) 继续适用② • 


① 应该立即着重指出，虽然分子的自由运动假定为经典的，俏这绝不排除其碰撞截面应由童子力 
学 确定； 事实上，通常必须这样来 确定. 这里给出的动理方程的整个推论不依赖于函数泌的（经典的或& 

子的）性质. 

② 通过将分子的能敏从气体静止的参考系 K o 变换至气体以速度 V 运动的参考系 K : 以（厂 ）= 
e{D -p - V +| mV 2 ( 比较第一卷，，訧可以由（2.4)得出公式（2‘6). 
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应该注意到，等式 （2. 5) 仅取决于作为厂的函数的分布 （2. 4) 或 （2. 6) 的函 
数形式，而参童 r 和 V 可在气体体积内变化. 

细致平衡原理也可以用稍微不同的形式来表达.为此，在进行时间反演的 
同时还进行空间反演，改变所有坐标的符号.如果分子不具有充分对称性，则在 
反演下它们“变成”立体异构分子，因而不可能使它们经过分子整体的任何转动 
而与这些立体异构分子重合.①换句话说，在这些情况，反演变换就意味着用本 
质上不同的（立体异构的）物质来代替原来的气体，而关于其本身的性质不能作 
出任何新的结论.然而，如果分子的对称性不允许有立体异构现象，则在反演下 
气体照旧相同，而描述宏观均匀气体性质的量应保持不变. 

令 r TP R 表由厂同时经过时间反演和空间反演而得到的一组量.空间反演 
使所有寻常（极）矢量（其中包括动量 P ) 变号，而使轴矢量（其中包括角动量 M ) 
保持不变.因此 ，若厂 =( 尸， M )， 则 r TP =( p ,- M ). 于是除 （2. 3) 之外，我们还 

有等式② 

如（厂，厂、；厂，厂_) = w ( r TP ，/ T ; 厂， TP ，厂'厂）. (2.7) 

相应于等式 （2.3) 两边函数的跃迁过程被称为互为 时间反 演的.它们不 
是严格字面意义上的正跃迁和逆跃迁，因为厂和 r T 并不 相同. 然而，对于单原 
子气体，细致平衡原理也可以用正跃迁和逆跃迁的术语来表达.因为量厂在这 
里正好是原子动量的三个分最，于是厂 = r TP ，而由 U .7) 我们有 

w { p \ p\；p , p , ) = u ^( p , p x (2.8) 

这是字面意义上的“细致平衡 "：每 个微观碰撞过程由其逆过程所平衡 • 

函数 w 还满足一个普遍关系，它不依赖于时间反演对称性.这个关系式可 
用量子力学术语更清楚地推导出来，所研究的跃迁是在形成离散系列的状态之 
间的 跃迁； 问题是在给定的有限体积内运动的一对分子的 状态. 众所周知，各种 

碰撞过程的概率幅形成么正矩阵 义所 谓散射矩阵或 S 矩 阵）. 么正性条 件是: 

心 S =： 1 ,或用标记各个状态的矩阵下标写成显示 形式： 

^ ^in^nk ~ ^ ^ni ^ nk = 

n 

特别是，当；^时， 


① 我们注意到，对于既没有对称中心又没有对称平面的分子，存在立体异构体. 

② 如果燉 厂中也包括规定分子转动取向的变 M ， 那么在反演变换至厂 7 或 r TP 时它们也应按一定 
方式变换.例如，对称陀螺的旋进角由乘积从 •" 给出， 其中” 是分子轴的方 向：这 个量在时间反演下和 
在空间反演下都变号. 
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平方 Ki I 2 确定跃迁 i ^ n 的碰撞概率①，而上述等式只不过是概率归一化 条件: 
从给定初态的所有可能跃迁概率之和等于 1. 但是么正性条件也可写成= 
1,其中因子 S 和心的次序相反.于是我们有 Z S in S： n =、，而当/ =( 时， 

n 

I I5J 2 - 1. 

n 

即，跃迁至给定终态的所有可能跃迁的概率之和也等于 1. 在两个求和中除去 
n = i 的项（无状态变化的跃迁），我们可以写出 

= : z ， l 〜 l 2 . 

n n 

这就是所求的等式.用函数 w 表示可写成下列 形式： 

| w ； (r , , J r\ ； r,r 1 )dr f dr / 1 = j w(r y r l ； r 9 r t )drdr t . (2.9) 


§3 玻尔兹曼动理方程 


现在让我们来推导气体动理论中的基本方程，即确定分布函数 / G , r , 厂）的 
方程. 

如果分子间的碰撞可以完全忽略，则每个气体分子会构成一个闭合子系统， 
而刘维尔定理对于分子分布函数会是正确的，根据此定理 

^-=0 ( 3 . 1 ) 


(见第五卷， §3) ，这里全导数对应于沿分子的相轨道所取的导数，分子的相轨 
道由分子的运动方程确定.我们注意到，刘维尔定理适用于定义为相空间（即正 
则共轭变 M ——广义坐标和广义动 4* 的空间）中密度的分布函数.当然，这并不 
妨碍/本身在以后用任何其它变 M 来表达 • 

在没有外场的情况下，自由运动分子的最厂保持为常贷，而只有其坐标^ 
改变，于是 


dt dt 




• ▽/• 


(3.2) 


另一方面，如果气体处于例如作用于分子质心的外场 "（ o 中（替如说重力场 


中），则 

•轰， (3 * 3) 


①对于较长的时间 r 平方丨| 2 正比于 G 而当除以《之后给出单位时间的跃迁概率（比较第四 

卷， §64). 如果初态粒子和终态粒子的波函数归一化为“每单位体积中丨个粒子"，那么，这个“槪率”应 
与由 （2. 1)所定义的珐如€1厂3厂 | 具有相同的鳅纲（体积/时间） •. 
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其中 F = - ▽" 是外场作用于分子上的力. 

当考虑碰撞时，等式 （3. 1) 不再 有效； 分布函数不再是沿相轨道为恒定的. 
代替 （3. 1) 应 该写成 

J = C (/), (3.4) 

其中符号 c (/) 表示分布函数由于碰撞引起的变 化率： di/dr • c (/) 是相空间体 
积元 dKdr 中单位时间内由于碰撞引起的分子数的改变量.利用式 （3. 2)，方程 
(3.4) 可写成下列 形式： 

f t = -v . V/+C (/)， 

这个方程给出相空间中给定点分布函数中的总改变 M ， 项 dvdriv - ▽/) 是给 
定相空间体积元中与分子自由运动有关的单位时间内减少的分子数. 

量 c (/) 称为碰撞积分，而 （3.4) 形式的方程一般称为动理方程①.当然，只 
有确立了碰撞积分的形式之后，动理方程才开始具有实际 意义. 现在我们转而 
讨论这个问题. 

当两个分子碰撞时，其厂值发生变化.因此 ，一 个分子所经受的每次碰撺都 
使它转移出给定区间<1 厂; 这类碰撺称为“损 失”. 单位时间内发生于体积 dv 中， 
具有一切可能 r l , r \ r \ 值和给定厂值的碰撞厂 ，尸, — 尸'，厂'，，碰撞总数等于 
下列积分 


dvdrj * 厂，厂, ) ff l dr l dr f dr \. 

然而，同时还有这样一些碰撞（“增益”），其结果使原来具有初值位于给定区间 
dr 外的分子最后进入该区间.这些是碰撞—厂，厂,，依然是具有一切可 
能厂, 9 r \ r \ 值和给定 厂值. 单位时间内发生于体积 dv 中的这类碰撞的总数 

等于 

dvdr jw(r 9 r l ； r\r l )f , f\dr l drdr l . 

从增益减去损失，因而我们求得，由于所有各种碰撞的结果，单位时间内有关分 
子数的增加景是 

dvd 厂 j * - w / f l ) dr i dr f dr \. 

这里为简洁起见，令 

w 旧 m ; (厂 '，厂；厂 ， C ) ，祕 ’ s w (厂，尸1;厂’，厂\ ). (3.5) 


①亦有称为输运方程的，不过似乎更恰当的是，将任意物理最通过此方程（的具体形式）求平均后 
所得宏观方程称为输运 方程. 然而本书据俄文版将一律译为动理 方程. 译者注. 
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因此，对碰撞积分我们有下列表 达式： 

c ( f ) = j - wff i ) dr { dr , dr \. (3.6) 

在被积函数的第二项中，对 d /^ dr \ 的积分只与 w 有关； 因为因子/,/,并不依赖 
于这些变量.因此，这部分积分可以借助于么正性关系 （2.9) 进行 变换. 从而碰 
撞积分变成下列形式： 

c(/) = -/f^dr.drdr,, (3‘7) 

其中两项都含有同样的因子 

确立了碰撞积分的形式后，我们也就可以将动理方程写成 

• V /= [ Ud 厂 (3.8) 

dt J 

这个积分微分方程也称为 玻尔兹曼方程 ，它是动理学理论的奠基者路德维希 • 
玻尔兹曼于1872年首先推导出来的. 

平衡统计分布应该同样满足动理 方程. 这个条件事实上是满足的 • 平衡分 
布是稳定的和（在没有外场下是）均匀的；因此，方程 （3. 8) 左边恒为零.碰撞积 
分也等于零，因为根据 （2. 5) 被积函数为零.当然，对于外场中气体的平衡分布 
也满足动理 方程. 我们只需回想起动理方程的左边是全导数 d // cU , 对于仅依赖 
于运动积分的所有函数/都恒为零，而平衡分布仅通过运动积分——分子的总 
能 dr ) 来表达. 

在动理方程的上述推导中，分子碰撞被认为基本上是瞬时的，并发生在空间 
一特定 点上. 因此显而易见，动理方程原则上仅允许我们探究在远比碰撞期间 
为长的时间内和远比碰撞区域尺度为长的距离上分布函数的 变化. 这些距离为 
分子力作用范围(对中性分子等于其尺度）的 M 级；碰撞时间是的量级* 
这些值给出能够用动理方程进行讨论的距离和时间的下限，这些限制的来源将 
在§ 16中考虑.然而实际上，对于系统行为的这种详细描写，通常无此必要，也 
无此可能_特别是因为这会要求以相同精确度详述其初条件（气体分子的坐标 
和速度），这是不现实的.在实际物理问题中，根据问题的条件对系统强加有特 
征的长度 L 和时间 7 X 对气体宏观性质来说，特征的梯度长度，其中所传播声波 
的波长和周期，等 等）. 因此，在远小于这些 △和 r 的距离和时间的尺度上来探 
究系统的行为就足 够了. 这就是说，物理上无穷小的体积元和时间元意即与 L 
和 r 比较起来远为小即可 • 问题的初条件也是对这些体积元和时间元求平均的 

结果. 


① 借助于 （ 2 . 9 ) 将碰撺 积分进行变换的可能性曾由斯图克尔伯格 （ E. c . G . Sttlckdb«rg(1952)) 指 
出过 . 



一章气体动理学理论 


对于单原子气体，量厂归结为动量 P 的三个分暈，碰撞积分中的函数 U / 由 
<2.8)可以用切=«；(火,/^ 1; 夕,/^)代替. 然后 ，由 wd i p , d i p \ = V r dcr 利用微分碰 
撞截面 dcr (其中1=卜 - I ；, |;见 （2. 2)) 来表达这个函数，我们求得 

c (f) = J v r(f J \ )d(rd 3 p,. (3.9) 

由于函数 u ；， 从而由 （ 2. 2) 所定义的截面 da , 包含表达动量和能 世守恒 定律的6 
函数的因数，所以（对于给定/0变最 P ,，， 和，，事实上不是独立的.然而，当碰 
撞积分用 （ 3.9) 的形式表达时，我们可以假设这些&函数已经通过适当积分而 
消除了，于是 dcr 将是寻常散射截面 ，（ 对于给定的仅依赖于散射角. 

对于气体中动理现象的定性处理，碰撺积分可利用 平均自 由程/来粗略地 
估计，平均自由程是分子在连续两次碰撞之间所经过的平均距离当然，即使 
它的定义按照所考虑的动理现象而变化，它也是仅具有定性意义. 

平均自由程可以用气体中分子的碰撞截面 （7 和数密度/ V 来表达.如果一 
个分子在其路径上移动单位距离，它与体积 7( 截面积为 （7 的单位长度的柱体 
的体积）内存在的分子碰撞，这个碰撞数是^见因此 


/ - \/Na. (3. 10) 

碰撺截面 cr ，其中 d 是分子的 尺度. 分子数密度 W _ 3 , P 为分子间的平均 
距离，我们求得 

=d (i) - (3 . n) 

因为气体中所以平均自由程 />>?. 

比值 T 〜 // i ) 称 为平均自由时间. 对于碰撞积分的粗略估计，我们可以令 


C ⑺〜今 一 


(3.12) 


上式分子中所写差值/-/。，是我们考虑到对平衡分布函数碰撞积分为零的事 
实 .（3. 12) 中的负号表达了碰撞是建立统计平衡的机理，即它们趋于使分布函 
数对其平衡形式的偏差减少.在这个意义上，对于在气体每个体积元中建立平 
衡， t 起弛豫时间的作用. 


§4 //定理② 


让气体像任何闭合宏观系统那样不受干扰，它将趋向平衡态.相应地，非平 
衡分布函数按动理方程的演化，必然伴随气体的熵增加，我们将证明确实如此. 


① 这个概念应归于克劳修斯 （ 比 Clausius( 1858)). 

② 玻尔兹曼在 1872 年引进甬数其定义是 //= f/ln/dv. —— 译者注 . 


理想气体处于宏观非平衡态的熵，由分布函数 / 描述为 




d vdr 


(4.1) 


(见第五卷， §40). 这个表达式对时间求导数，我们有 


dS 

dt 


= /i(^ n 7) d " dr= ^/ ,n/ f dFdr - 


(4.2) 


因为气体中统计平衡的建立是由分子的碰撞实现的，熵的增加必然是由分 
布函数变化中的碰撞部分引起的.另一方面，与分子自由运动有关的分布函数 
变化不能改变气体的熵.因为分布函数中的这部分变化（对处于外场 U ( r ) 中的 
气体）是由方程 


dt 




右边开头两项给 出的. 它们对导数 dS / dt 的贡献是 


一 j* ln^/j — f ； • $_F • |^]dVdr 


/[ 


dr 


+ F 


dp 


i 卜 


L 


dvdr . 


含有导数 w 的项对 dv 的积分，可通过高斯定理变换为面 积分； 对气体整个体 
积的积分为零，因为在气体所占据区域外/ = 0. 类似地，含有导数 a / dp 的项对 

參 

的积分，变成对动量空间中无穷远曲面的积分，结果同样为零. 

因此，熵的变化可表达为 


d 5 

dt 


Jin /. c ( f ) drdv . 


(4.3) 


这个积分可设法加以变换，为便于以后的应用，我们将推出一般积分 


f cp ( DC(/)dr 

的表达式，其中少（厂）是变量厂的任意函数.对于 （3. 6) 形式的碰撞积分，我们 
写出 

f < p ( r ) C(/)dr = J ¥ > w ( r f r ,； r \ r l )/7 f 1 d 4 r - 


- )fAd 4 r 9 

其中为简洁起见，令 d 4 r = drdr , dr / dr , 1 . 因为这里是对所有变量 r , r ,, r \ 
r \ 进行积分，我们可用任何方式重新命名这些变 M 而不改变积分值.在第二个 
积分中将厂, 厂， 和/"，厂、对换，我们得到 
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这里再作变换厂，厂、厂,，广，，取所得结果与上式之和的一半，并注意到切对两 
个碰撞粒子的明显对称性，我们得到下列变换公式： 


|^(DC(/)dr = y J -Wf ， f ， 义 r. 


(4.4) 


特别是 ， f C(/)df =0;这里利用 C (/) 的表达式 （3.7) ，我们有 


c(f)dr= jw r (fr\ -#,)d 4 r = o 


对于积分 （4. 3)，应用公式 （4. 4) 有 

dS If 


jjw f ff iX \n xd A rdV, 


d 4 厂 dV 


(4.5) 


其中 x . 从这个方程减去等于零的积分 K 5) 的一半，最后变换为 

营=+ 卜，似 — x -X + l ) d 4 rdV . (4.6) 

被积函数括号中的函数对所有 x >0都是非负的•，当 x = 1时它为零，在该点两边 
都是增加的 • 根据定义，被积函数中的因子/,/和/,也都是 正的. 于是我们获 
得所需结果 

孕彡0, (4.7) 


它表达了熵增加 定律； 等号发生在平衡时 

我们注意到，因为 （4.6) 中的（从而 （4. 3) 中的）被积函数是非负的，所以不 
仅对 d 厂 dV 的整个积分 （4. 3) 是正的，而且只对 dr 的积分也是正的.于是，碰撞 
使气体每个体积元中的熵都增加.当然，这并不意味着在每个体积元中熵本身 
增加，因为熵可以由于分子的自由运动而从一个区域传递到另一区域. 


§5向宏观方程的转变 


玻尔兹曼动理方程给出气体状态如何随时间变化的微观描述.我们将说明 
怎样能把动理方程变换成通常的流体力学方程，它们给出这个时间演化的并不 
那么详细的宏观描述.当气体的宏观性质（温度、密度、速度等等）在其体积中的 
变化充分缓慢时，宏观描述是适用的.所谓缓慢指的是:宏观性质发生明显变化 

的距离尺度 L 必须远大于分子的平均自由程 
我们早已提到过，积分 


①利用动理方程证明熵增加定律是玻尔兹曼给出的 ♦ 这是该定律的首次微观证明 * 当应用于气体 
时，该定律常被称为//定理，因为玻尔兹曼用符号 - A / 表示熵. 
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N ( t ， r 、 ： |/(£, r , r)dr (5.1) 

是气体分子的空间分布 密度； 乘积 p = m / V 相应地是气体的质最密度.气体的宏 
观速度用 V 表示（与分子的微观速度〃对 比）； 它定义为分子微观速度1；的平均 
值 

V=v (5.2) 


碰撞既+改变碰撞粒子的数目，也不改变它们的总能最和总动量.因此很 
明显，分布函数变化的碰撞部分也不能影响气体每个体积元中的 宏观量 ——它 
的密度，内能和宏观速度 V :对于单位体积气体中，分子的总数，总能暈和总动 
S, 其变化的碰撞部分由为零的积分给出： 


f c(/)dr =0, f sC(/)dr=o f f P c(/)dr=o. (5.3) 

通过对积分应用 （4. 4) 的变换，分别以和 p 代人，就很容易推导出这些 
方程； 第一个积分恒等地为零，另两个积分为零是由于碰撞中能景和动最的 
守恒. 

现在让我们以动理方程 



f + ‘(… C ⑺ 

(5.4) 

为例，对它们首先乘以^ 

^，仏或£，然后对 dr 积分. 

对每个情况，右边都为零，我 

们得到下列方稈： 

’▽. P V =0 ， 

(5.5) 


3 dIJ a/ y 

(5.6) 


Tt pV ^ 3x fi =0 ^ 


—Ne + V ^ q = 0. 

(5.7) 


dt 


这些式中的第一个方程是流体力学通常的连续性方程，表达气体质量的守恒. 
第二个方程表达动量 守恒； 张最 定义为 

j mv a v/dr , (5.8) 

它是动量流密度 张置； 其分量是在单位时间内穿过垂直于％轴单位面积的 
分子所传递动量的 a 分 it 最后 ，（5. 7) 是能最守恒 方程； 矢量 g 定义为 

q : J ^ v / dr , (5.9) 

它是气体中的能流密度. 

然而，为将 （5.6) 和 （5.7) 化至通常的流体力学方程，我们还必须将/7^和分 
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用宏观童来表达.前面已经提到过，对于气体的宏观描述，先决条件是其宏观性 
质的梯度充分小.因此作为一级近似我们可以假设，在每个个别区域内气体达 
到平衡，而气体整体并不处于平衡.换句话说，假设每个体积元中的分布函数/ 
为局域平衡的，等于对该体积元中所呈现的密度、温度和宏观速度的平衡分布函 
数人.这个近似意味着忽略气体中的所有耗散过程（黏性和热传导）.因此方程 
(5. 6) 和 （5. 7) 自然地化为对于理想流体的方程，这个可以证明如下. 

气体整体以速度 V 运动的区域中的平衡分布与静止气体中的分布仅相差 
一个伽利略 变换； 当变换至随气体运动的参考系 K ' 时，我们得到寻常的玻尔兹 
曼 分布. 这个参考系中分子的速度 〆 与原参考系 K 中的 t ; 以 I ； + V 相联系. 
我们写出 

=mN(v a v fi ) = 

= mN( (V a +v r a ) (V fi +v ' fi ))= 

= mN( V a V fi + {v\v \)); 

当对 t ； 的方向求平均时，和 V fi v r a 的项给出结果为零，因为在参考系 K ' 中分 
子速度的一切方向都是等概率的.根据同样理由， 




(5.10) 


热速度的方均值是 < i / 2 > =377 m ， 其中 r 是气体的温度.最后，因为 NT 等干气 
体压强 P ， 我们求得 

(5.11) 

这是理想流体中对于动量流密度张1的熟知表达式；用这个张 ft , 方程 （5. 6) 相 
当于流体力学中的欧拉方程（见第六卷， §7). 

为了变换积分 （5.9), 我们注意到在参考系 K 中分子的能量 s 与参考系 K ' 


中它的能量^之间的联系是 


s - e f ^ mV • v 



m 


2 


V 2 . 


将这个表达式和 V = 〆 + V 代入0 ^中，在求乘积 〆（V • «') 的平均时应用 

(5. 10)，我们有 


q = A r V 


■ mV 2 




= V (^~ + P + /V ^ 7 )* 

但是 / v 7 是每单位体积气体的热力学 内能； 而 yvP + p 是每单位体积气体的热 
力学焓 W < S ). 因此， 


①焓的标准符号为 //♦ ——译者注. 


微弱不均匀气体的动理方程 




(5.12) 


与流体力学中对于理想流体的能流密度的已知表达式一致（见第六卷， §6). 

最后，让我们考虑动理方程中的角动量守恒定律.这个定律仅严格适用于 
气体的总角动 M , 它由分子在其平动运动中的轨道角动 M 和其内禀转动角动1 
M 所 组成； 总角动量密度由两个积分之和给出： 


p]/dr+ M/dr. 


(5. 13) 


然而，这两项具有不同数量级.处于平均距离为 F 的两个分子，其相对运动的轨 
道角动董是的量级，但内禀角动 M Af 〜 rnW ， 后者远小于前者，因为我们总 
有 c / « h 

因此，自然地，玻尔兹曼动理方程相当于就小 M d / F 来说 ，一 级景不 为零的 
近似，不能考虑到由于总角动量 （5. 13) 两部分之间的交换所引起的轨道角动 M 
的小 变化. 结果是玻尔兹鐽方程使气体的总轨道角动最守恒：表达动量守恒的 


方程 J pC(/)dr=o 必然意味着 


pC(f)dT = r x jpC(f)dT = 0 . 


(5.14) 


这个性质的理由是显然的 ：因为 ，在玻尔兹曼方程中，认为碰撞是在一点发生的, 
互相碰撞粒子的轨道角动量之和像其动 a 之和一样也是守恒的.为了推导关于 
轨道角动量变化的方程，有必要考虑到在碰撞时刻分子相互处于有限距离这样 
的事实所引起的 d / F 的高一级项. 

然而，平动和转动自由度之间角动最交换的实际过程可以用 


dt 


jMC(f)dr 


(5. 15) 


形式的关系通过玻尔兹曼方程来描述，其中 I ，是分子的内察角动量密度 • 因为 
两个分子的内禀角动 馕之和 在碰撞中不需要守恒 ，（5. 15) 右边一般不为零，而 
给出的变化率.如果通过某种方法在气体中产生不为零的角动量密度，它随 
后的弛豫将用 （5. 15) 来描述. 

§6微弱不均匀气体的动理方程 

为了考虑到微弱不均匀气体中的耗散过程（热传导和黏性），我们必须（超 
出上节所讨论过的近似而）求助于高一级近似.我们不再认为气体每个区域中 
的分布函数就是局域平衡分布/。而认为是/,并设/对/。有微小偏差，且令 


/=/ 。 +8 /， S/= -^(n =yAv, 


( 6 , 1 ) 
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其中5/是一个小校正 （5/ <</。).上述表达形式是适当的，从其中可分出因子 
-队 / a ^ 对于玻尔兹曼分布，这个导数与/。本身仅相差一个因数 i / r . 校正 s / 
原则上必须通过求解关于校正的线性化方程而 确定災 

函数; r 不仅必须满足动理方程本身，而且还必须满足某些附加条件.原因 
是: /。是相应于气体的粒子数密度，能董密度和动景密度（有关体积元中）为给 
定值的平衡分布函数，即，相应于积分 

ff 0 dr ， JV 0 d 厂， f P / 0 dr (6.2) 

为给定值的平衡分布函数.非平衡分布函数 （6. 1) 必须对这些 a 给出相同值， 
即，用/和/。时，积分值必须 相同. 因此，函数; r 必须满足条件 

jVoYd 厂=0， j/o AT^dr = 0, j/oXpdr^O. (6.3) 

必须强调指出，在非平衡气体中，即使温度的概念，仅当对积分 （6. 2) 赋予特定 
值时，才变成明 确的. 仅当气体作为整体处于完全平衡时，这个概念才变得完全 
严格，为了在非平衡气体中定义温度需要有补充条件，它或许是这些值的具体 
规定. 

让我们首先变换动理方程 （3.8) 中的碰撞积分 • 当将函数 （6. 1) 代入时，不 
含小校正; t 的项相消，因为平衡分布使碰撞积分 为零. 一级项给出 

C ( f ) = y /( X ) 9 (6.4) 

其中 /( A 0 表示线性积分算符： 

Kx) = J wf fm{x r -x (6.5) 

这里我们应用了方程 A / o , =/\/'。 1; 因子/。可以放到积分号外面，因为这里没有 
对 d 厂的积分. 

我们注意到，对于以下函数： 

X = const , X = const • e ， X = p a 8V, (6.6) 

积分 （6. 5) 恒为零，其中 5 V 是恒定矢 1; 对于第二和第三个函数，这个结果是从 
每次碰撞中能 M 和动量守恒得出的.函数 （6. 6) 不依赖于时间和坐标，所以也满 
足动理方程本身. 

这些解的来源是简单的.动理方程对于具有任何（恒定）粒子密度和温 
度的平衡分布函数是恒等地得到满 足的. 因此，对于当密度改变引起的 
小校正 


①动理方程的这个求解方法应归于恩斯库格 （ D . Enskog (1917)). 



§6 微弱不均匀气体的动理方程 
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bf 一一 W N :h 


m 

N 


方程也必然得到满足，这给出 (6.6) 的第一个解.类似地，对于当温度 r 改变一 
恒定小量 sr 所引起的增童 


S/ = 




sr 




方程也必然得到满足。导数 a / c / ar 由 const X /。（对/。中归一化因数求导引起 
的）的一项和正比于£/。的一项 构成； 这给出 （6. 6) 的第二个解.第三个解表达 
伽利略相对性 原理； 平衡分布函数必须满足任何其它惯性参考系中的动理方程. 
当我们变换到相对于原参考系以恒定小速度 SV 运动的参考系时，分子的速度 I ； 
变成 c +5 V ， 因此分布函数得到增量 

&/ =香 • 5 V = -令 p • 5 V ,. 


相应于 （6. 6) 的第三个解.通过应用 （6. 3) 的三个条件排除了 （6. 6) 这样的“寄 
生”解. 

我们将对动理方程的左边以一般方式进行变换，使它适用于热传导和黏性 
这两种情况.这就是我们容许气体中出现宏观性质的梯度，包括宏观速度 V 的 
梯度. 

静止气体 （V = 0) 中的平衡分布函数是玻尔兹曼分布，我们写成 

/。二 exp f ;(’)), (6.7) 

其中 M 是气体的化学势.如在§5中早已注意到的，运动气体中的分布与 （6.7) 
仅相差速度的伽利略变换.为了明确地写出这个函数，我们从分子的总能 
中分出其平动的 动能： 

农(厂） =〒 + 〜•； （6.8) 


内部运动能^^包括分子的转动能和振动能.用 c - V 代替 t ; ，我们求得运动气体 
中的玻尔兹曼分布为 


/o = exp 






(6.9) 


在微弱不均匀气体中，由于通过气体时（和时间进程中）其宏观性质••速 
度 V ，温度 r 和压强 p (以及化学势 M ) 的变化,/。依赖于坐标和 时间. 因为假 
设这些童的梯度很小，（在这样的近似下）动理方程左边的/用/。代替就足 


够了 • 

注意到我们真正感兴趣的动理系数并不依赖于速度 V ,从而计算可以稍微 
简化. 因此只要考虑气体中任何一点就够了，所以我们可选择 V 为零（当然，其 




, / i £\ = 一丄 

[ dr) P ' r 9 [ dP / r " p ， 

这里 c p 为每个分子的热容量，第二个公式与理想气体有关.方程 （6. 14) 和 
(6. 15) 给出 



w - Tc. - e( r) 

+ --- -V - V ， (6. 17) 

必须着重指出，关于热力学量对温度的依赖关系，迄今没有作任何特定 假设； 仅 
仅应用过理想气体的一般物态 方程. 对于分子具有经典转动而振动未激发的气 
体的情况，热容最不依赖于温度，而焓是① 


w = c p T. (6.18) 

于是 （ 6. 17) 中最后一项可以 简化； 令 （ 6. 17) 与 （ 6. 4) 相等，我们写出动理方程的 


最后形式为 


s( 1 ) -cj £ ( r)-, 

-- 十 - 货 • v r + mv a v p - 8^——- =I(x)- (6.19) 

在以下两节中，将就热传导和黏性问题而对这个方程作进一步研究. 

根据熵增加原理 ，（ 不存在温度和速度梯度的情况下）压强梯度并不导致耗 
散过程（比较第六卷， §49). 在动理方程中，这个条件必然是满足的，如 （6. 19) 
左边不存在压强梯度所显示的. 


§7气体中的热传导 

为了计算气体的热导率，我们必须求解带有温度梯度的动理方程.在 
(6.19) 的左边仅保留首项，我们有 

sir) - cj 

T v ▽ T = I ( x )- (7.1) 

现在要寻求下列形式 的解： 

X=g • V T , (7.2) 

其中 矢量# 仅依赖于厂，因为将其代入 （7.1) 后，结果方程两边都有因子 ▽ r . 


①假设分子的能厂)以其最低值为起点 撤度； 相应地，略去了 W 中与温度无关的相加常蛋 D 
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既然方程对任何矢量 ▽ r 都必须成立，方程两边 ▽ r 的系数必须相等，从而我们 
得到对于 g 的方程 



g (厂） - C P T 
T " 


= f(g) ， 


(7.3) 


它并不含有 ▽ n 从而不含有对坐标的任何明显依赖关系）. 

函数 I 还必须满足条件 （6. 3). 对于 （7. 2) 形式的 Y ，（6. 3) 的头两个条件必 
然是满足的，这由下列事实显然可以看出 ：方程 （7.3) 不含有任何这样的矢量参 


量，它们会给出恒定矢最方向，即积分釦尸和 J /。 邙 d 尸的 方向. 第三个条件 

对 （7. 3) 的解强加一个补充 条件： 

jf 0 v - gdr =0. (7.4) 

如果动理方程已经解出，函数; t 已知，则热导率可以通过计算能流而确定， 
确切地说，通过能流的耗散部分来 确定. 这部分不是简单归因于运流的能 R 传 
递，我们将用，来表示.气体中不存在宏观运动时，^等于积分 （5. 9) 所给出的 
总能流 f 当/=义时，这个积分恒等于零，因为对〃的方向积分为零的缘故.因 
此，将 （6.1) 的/代人，剩下的是 

J»/^dr = y jf 0 sv(g - V r)d 厂， 

或者用分量写出得 

q ° = - Ka0 發， Ka fi = ~Y ( 7 . 5 ) 

因为处于平衡的气体是各向同性的，其中没有任何从尤方向，张 ac # 只能 

用单位张量表达，即它简化为一个标量： 

K = K aa /3. 

因此能流是 

q : - k ▽ 7 1 ， (7.6) 

其中标凿热导率是 

K = J/o^ V • gd 厂 . （ 7.7) 

动理方程必然使这个量为正（见 §9) :能流 g 必然与温度梯度的方向相反 • 

在单原子气体中，速度 v 是函数 g 所依赖的唯一 矢量； 因此，显然的是这个 
函数必须具有下列形式 


发十 ㈤ 


(7-8) 


在多原子气体 中，# 依赖于两个矢量：速度 v 和角动量你 • 如果分子的对称 


气体中的热传导 


• 21 • 


性 +容许 立体异构现象，碰撞积分是反演不变的，因而方程 （7. 3) 也是反演不变 

的； 类似的解尤也必须是反演不变的.换句话说，; ▽ r 必须是一个真标 
最，同时因为^ r 是一个真 矢量； 所以函数#也必须是真矢量.例如，在双原子气 

体中， fl 厂恰好是《和从，函数客（尸）具有形式 

g = vg x + M(v • M ) g 2 + (v x M ) g ^ , (7.9) 

其中是标量变景 c 2 ， M 2 ,— • a /) 2 的标贵函数；这是从真矢暈 t ; 和赝矢 
ytM 所能构造的真矢量的最一般形式.力 

然而，如果物质是立体异构体，没有任何反演不变性 ：如在 §2中早已提到 

过的，反演于是将气体“变换”为基本上不同的物质.因此，函数 AT 也可能包含赝 
标量项，而函数 g 也可能包含赝矢景项（例如，形式为的项）. 

求解动理方程（以/接近于的假设为基础）的上述方法，其适用条件可通 
过按 （3. 12) 估计碰撞积分而弄 清楚. 一 个分子的平均能量是5〜7\因而对 

(7.3) 两边的估计给出6〜 g/T 〜扣//，由此 g 〜因此，条件 AT/r 〜 g!V r |/ 
r « 1( 相当于 S /«/。） 表明温度经历显著变化的距离 L(\V T \ 〜 7 VL ) 必须远 
大于 /. 换句话说， （6. 1) 形式的函数乃是按小比值 //I 的幂展开时动理方程级 

数展开解的首项. 

用 g 〜/对 （7.7) 的估计给出 

K - cNlv , (7. 10) 

其中 C 是气体每个分子的热容.这是气体动理学理论中众所周知的基本公式 
(见36页的脚注②） • 令卜 i / Na ， c 〜1 和 i ) 〜 /( r / m )， 我们有 

在这个估计中，截面 tr 与分子的平均热速率有关，而在这种意义上可认为 
是温度的函数 • 截面一般随速率的增加而减小，因此， o ■是温度的减 函数. 当温 
度不太低时，气体分子定性上表现得像硬弹性粒子，仅当它们直接碰掩时才发生 
相互 作用. 这种类型相互作用相当于随速率（因此随温度）仅略微变化的碰撞截 

面.在这些条件下， k 近似正比于 

在给定温度，由 （7. 11) 看出热导率不依赖于气体密度，亦即，不依赖于压 
强.必须强调，这个重要性质与用以作出估计的假设无关，而是玻尔兹曼动理方 
程的一个严格推论；由于这个方程仅考虑到分子间的对碰撞（因此，平均自由程 
反比于气体密度）的结果 • 


①对于转动分子气体，玻尔兹曼方程的解城早是由卡甘和阿法纳斯耶夫（幻 • M. Kara«,A. M. 
A 4> aHacbee ( 1961 ) > 讨 论的- 
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§8气体中的黏性 


气体的黏度 ® 可以类似于求热导率那样通过动理方程来计算.唯一差别是 
产生对平衡的偏差的原因不是温度梯度，而是气流在宏观运动速度 V 方面的不 
均勻性.这里再次假设问题的特征尺度 

众所周知，存在两类黏性，相应系数通常用 t / 和 r 来 表示. 它们被定义为黏 
性应力张量 〆 @中的系数，形成动锨流密度张量的一 部分： 

U 邙 =Ph 邙 +P V a V fi -a , 邰， (B.l) 

o-'afi =2 r /| - yS^V - vj - V , (8.2) 

其中由 （6. 12) 定义（见第六卷， §15). 在不可压缩流体中，仅出现黏度〜 
“第二黏度”（在 ▽ • V ^ O 的运动中出现.方便的是分别计算这两个系数. 

从一般动理方程 （6. 19) 中省略温度梯度项，我们可以写岀 

脚 A 卜 - • V) + ( 字 - v = ! (X) * (8.3) 

其中在左边已将含有第一黏度和第二黏度的项分开.在计算第一黏度时，我们 
必须假设 ▽•"=(). 所得到的方程可以恒等地重新写成 

m(v a v p -y5^v 2 j =I(x) » ( 8 - 4 ) 

其中左边两个张量因子具有零迹 • 

现在来求这个方程的下列形式 的解： 

^ ^ Safi » (8.5) 

其中厂)是一对称张景；因为迹 ha =0,通过对加上含8邱的项总可以保 
证仏 a =0 而不改变 AT . 关于的方程是 

爪卜 〜- +S 邙 V 2 ) =/(〜). （ 8.6) 

补充条件 （6. 3) 必然自动 满足. 

动流作为积分 （5. 8) 由分布函数计算.所需求的动量流部分，即黏性应力 
张量是 


afi = j v a v^f ^rdr = 77 w v y6 , (8.7) 

VafiyS = -y jfo^^pgy^r . (8.8) 

量形成一个四阶张量，对下标对《，/3和 7 J 为对称，而对的缩并给 


①黏度，亦称黏性系数.一译 者注. 




出零.由于气体是各向同性的，这个张量只能用单位张量来表达.满足这些 
条件的表达式是 

I 2 _ 

VafiyS = V[ + “ 丁 • 

于是=27^4,所以7?是所需求的标量黏度 • 它通过将 张儇按 下标对 a , y 和 
的缩并来 确定： 

v : - v a v 0 gafifo d r. ( 8 . 9 ) 

在单原子气 体中， 又是矢量 v 的函数 • 具有零迹的这种对称张*,其一般 
形式是 

gafi = | V a V fi - ，)， （8.10) 

带有单一标量函数 &(!；)• 在多原子气体中，张 a g # 由许多变景，包括两个矢 
和 M 组成.不存在立体异构性的情况下， g a / i 可以仅包括真张量项，在立体异构 
性气体中， W 张景项也是可 能的. 

黏度的一个估计，类似关于热导率估计 （ 7 . 10), 给出气体动理学理论中熟 
知的初级公式 

tj ^ mvNl ； (8. 11) 

见对36页的脚注② • 我们发现，温度传导率和运动黏度原来具有相同讀级： 

k/(Nc p ) - rj /( Nm ) - U. (8. 12 ) 

在 （8. 11 ) 中令/ 〜 l / TVtr 和 i ) 〜 （77 m ) 1 々，我们得到 

rj - s ! mT / cr . (8, 13) 

§7 中关于 / c 对压强和温度的依存关系的描述也完全适用于黏度 p 的 情况. 
为了计算第二黏度，我们必须选择动理方程 （8. 3) 左边第二项不为零的 


情况： 

( 

2 / 4 

mv ^( / ) \ _ 17 f/ 、 

3 - l c /) v-V = / (Ar) . 

(8.14) 

我们将寻求下列形式的解： 

AT =g ▽ • V , 

(8. 15) 

对于函数 g 得到下列方程: 

mv 2 e ( D r/ x 

i 二 /( g ). 

3 

(8. 16) 


计算应力张量并与表达式 V 比较，给出第二黏度为 

c: -^/^Vodr. 


(8.17) 
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在单原子气体中， e (厂）== 3/2,从而 （8. 16) 左边 为零. 由方程 

1(g) =0,于是表明 g =0, 从而 （=0. 因此，我们得出 结论： 单原子气体的第二黏 
度为零 .(D 


习 题 

对于极端相对论性粒子组成的气体.证明其第二黏度为零 （ M . M . 
XanaTHMKOB ,1955 ). 

解：在 参考系 K 中. 气体以（非相对论性）速度 V 运动. 一个相对论性粒子 
的能 量为心 在气体静止的坐标系 K '*. 粒子的能量为两者的关系为 〆 = 
e-p - V ,其中 p 是粒子在参考系 K 中的动量，这是洛伦兹变换公式.其中高于 
V —阶的项省略了.在参考系 K 中的分布函数是 / 0 ( e • 1)，其中/。（^)是 
玻尔兹曼分布. 

仅考虑黏度时，我们可以立即假设除速度 V 的梯度外，其它所有宏观量的 
梯度都为零，并且 av / 出=0,而 （6. 10) 中最后一项变为零② • 在 （6. 11 )中.开头 
两项也不存在.而第三项变为 

dV, 

t ； • V{p - V ) = V aPfi ^ = V aPfi V a 0 ； 

v 和 p 的方向相同，所以 p a v fi = p fi v a . § 6 中所用形式的连续性方程和域守恒方 
程，在相对论性气体的（以小速度 V 〉运动中仍保持 有效. 因此，公式 （6. 16) 也保 
持有效.于是动理方程变成 


( KP, - ，⑺. 

在第二黏度的问题中，我们必须令 ^= y^V - V ,于是 

(?"7") v # V = • 

在极端相对论性气体中 j & cscp , 而热容〜=3(见第五卷， §44, 习题）；于是 
方程左边为零，因此 AT 为零. 


① 必须强调这些气体是在气态参 fi / Vrf 3 对应于玻尔兹曼方程的近似下进行处理的（在此近似下 n 
不依赖于密度）.在高阶近似下 r 位力展开”中随后的项；见§〗8),的确出现非零黏度另外的重要点 
是粒子能 m 对动里的平方依赖关 系：在 相对论性“单原子”气体中 ♦ 第二黏度已不为零（虽然它在另一极 

限情况，极端相对论性情况下重新变为零，见习题）. 

② 为避免误解，可以提及相对论性气体中压强梯度对热传导能流有贡献（见第六卷，§ 126 )- 



§9 动理系数的对称性 


• 25 • 


§9 动理系数的对称性 

对于稍微偏离平衡的系统，热导率和黏度属于控制其弛豫过程的量 • 这些 
里称 为动理系数① ，满足 昂萨格对称原 理②. 这个原理可以一般形式予以确立， 
无需讨论特殊弛豫机理.然而，在根据动理方程对动理系数的特定计算中，对称 
原理并不产生强加于方程的求解的任何额外条件 • 在这种计算中，对称原理的 
必要条件必然是满足的.查看一下这个如何发生是有 益的. 

在昂萨格原理的一般表述中（见第五卷，§ 120)，出现一组描述系统对平衡 
偏差的量〜和一组与这些是“热力学共轭”的量夂= - as / d \ (其中 s 是系统的 
熵）.对于稍微偏离平衡的系统，其弛豫过程由确定心的变率作为义的线性函 
数的方程组 描述： 


之 = - X （ 9 . 1 ) 

b 

其中 y a6 是动理 系数. 根据昂萨格原理，如果 心和 \在时间反演下表现相同，则 
有 

y ab =n a * ( 9 . 2 ) 

这时熵的变率给出为二次型： 

5 = - X Z hd . (9.3) 

a a •& 

这些表达式中的第一个对于确立必和夂之间的对应关系来说通常是方 便的. 

对于热导率的情况，我们取（介质中任意给定点的）耗散热流矢 M 的分 M 
吹作为 “速率下标《于是与矢 W 下标《 相同. 对应量夂是导数 T - 2 dT / dx a 
(见第九卷， §88). 方程 （9.1) 对应于 ^ a = -~ d 7 Vd ~， 所以动 理系数是 tt 

r 2 ^. 按照昂萨格原理，我们应该有 

类似地，对于黏度的情况，我们取黏性动 M 流张量的分最作为 对应 
的 总是- 这里下标《与张量下标对响一致） • 方程 （9. 1 ) 对应于 a 。 = 

而动理系数是 T Vafiy 6 . 按照昂萨格原理，我们必须有 V * s = V 嫁 
在前两节屮所考虑的气体的热传导和黏性的问题中，张 M 和^的对 

称性已是介质各向同性的必然结果，不论动理方程的解 如何. 然而，我们将证明 
这种对称性也会从动理方程的解得出，而不论气体是否各向同性. 

对于微弱不均匀气体中的热传导和黏性问题，求解程序是寻求对平衡分布 

函数的下列形式的校正： 


AT = X 客 “厂)夂， 

a 


(9.4) 


① 本书从俄文版译为动理系数，通常称为输运系数 ♦ —译者注 • 

② 非平衡热力学中，一般称为唯象系数和昂萨格倒易 关系. ——译者注 • 
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对函数 A 得到下列形式的 方程： 

k =/(〜)♦ (9.5) 

关于童匕，对热传导的情况是矢頌:的分最 

r[e( 尸） -c p T]v ay 

而对黏性的情况，则是张量的分量 

?Tm" f (厂)只 
- / mv a v fi - 

c 轚 • 

(比较 （6. 19)). 方程 （9.5) 的解还必须满足下列补充 条件： 

=0 * JV 。 贫 〆 d 「 = 0 ， jfoSaP^^ =0 - 

考虑到这些条件，动理系数 y a 6 可以写成下列积分 形式： 

产7^= - jfoL a g b dr . (9.6) 

于是对称性 = n a 的证明归结为要证明下列积分 等式： 

J / o ^^= jfoL k gjr . (9.7) 

这个证明根据于线性化算符/的“自共轭”性质，它可得出如下. 

让我们考虑积分 

jfo<PH < A)dr = 十中 - 屮 Ud 4 厂， 

其中少（厂）和 ( M 厂)是变量尸的任何两个函数.因为积分是对所有变讀厂，厂,， 
r,r, 进行的，不管怎样给这些变莆重新命名（如在 §4 中所做那样）都不会影 
响积分的值.我们先作变换 r ， r -> 厂, ，厂， ，然后在这样所得到的两个形式中， 
对每一个再作进一步的变换 r 9 r x ^ r \ r \. 所有这四个表达式之和给出 

J / o 妒 /( 少 ） dr =-^-|/(/ o , +<^> i ) +< p ， 1 )] X 

X [(0' + O **( 少 + < Ai )] d 4 厂； （9.8) 

记号 w 和 〆 如在 （3. 5) 中那样.现在让我们考虑一个类似 积分； 其中 IA (厂)和 
< p(n 分别由 wr T ) 和少（厂 T ) 代替和 u ；' 没有变化！） • 在这个积分中进行变 
换尸'厂[，…—厂，厂 ,，…， 并利用细致平衡原理 （2. 3) ，我们有 

J / o < A T / ( < p t )^^ +< Ai ) +* A / i )] x 

x [(中 ’ + 〆 ,）- (史 + < p ,)] d 4 r (9.9) 

(其中已经应 用了乂 （厂 T ) =/u(n). 将 （9.8) 和 （9.9) 中的方括号展开，并对相 
应项进行比较，我们看到两个积分是相等的.在进行比较时，必须考虑到么正性 
关系（2.9)，它给出，例如 
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f/a/oM 少 + <Ai)(<P +^i)d 4 r= j/Jo〆 (中 + 也）（妒 +P,)d 4 厂 

(这里将关系式 （2.9> 应用到对变 量广和 厂,的积分，被积表达式中仅有 w 和 u / 
依赖于它们）. 

因此我们得到等式 

j/ 0 <p/(^dr= ju T i( <p T )dr. (9.10) 

我们注意到，如果细致平衡原理以其简单形式 （2. 8) 成立，则 （9. 10) 简化 

至算符/的原义自 共轭： 

f/oW ⑷ dr = (9.11) 

其中两个积分都包含相同变最厂的函数 P 和 ( A (当 w = ^时根据表达式 （9. 8) 
这是立即显而易见的）. 

回到动理系数，我们在 （9.7) 第一个积分中作变换，并注意到 

M 厂 T ) = 士 L a ( 厂）， (9.12) 

上面和下面的符号分别与黏度和热导率相对应.我们现在应用关系式 （9. 5) 和 
(9. 10). 在 （9. 10) 中，我们可以用对/^积分来代替对厂的 积分； 这显然并不影 
响积分值.我们有 

f/ 0 g6 L a^^ = * f/ogJHga)^^ 7 - 
=± ± JV 。 容 : M 厂） 

现在在右边作变换 r T — T ， 并考虑到 （9. 12), 我们就可得到所需求的结果 
(9.7). 

动理系数也必须满足从熵增加原理得出的 条件； 特别是，“对角”系数7~必 
须为正.因为动理方程保证了熵增加，当动理系数是由该方程计算出时，自然就 
必定满足这些条件. 

熵增加可用不等式表达为 

- J In /. C(f)dr>0 

(见 §4). 这里用 

/ =/o(i + 专 ) ， C(f) 

代人，我们有 

-/ ln / 0 C (/) dr - yJ / 0 ln(l +^ r )/ U ) dr >0. 

第一个积分恒等 于零； 在第二个积分中，因为; r 很小， ln(l ^ X / T ) « r /7\ 所以我 
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们求得 


一 \foXl(X)dr >0. (9. 13) 

这个不等式保证了动理系数的必要性质.特别是，当;时，它表达了 y aa 为正 
的事实. 

§10 动理方程的近似解 


由于分子（尤其是多原子分子）相互作用定律（它确定碰撞积分中的函数 
W ) 的复杂性，对于具体气体来说，实际上甚至不能以严格形式写出其玻尔兹曼 
方程.而旦，即使在作出关于分子相互作用性质的某些简单假设的条件下，由于 
动理方程数学结构的复杂性，一般不可能以严格解析形式进行 求解； 甚至连线性 
化方程也属于此情况.因此，关于求玻尔兹曼方程近似解的相当有效方法，在气 
体动理学理论中具有特殊意义.这里将应用于单原子气体的这种方法的原理阐 


述如下 （ S . Chapman , 1916 ) • 

我们首先考虑热传导问题.对于单原子气体，分子热容 S =5/2,线性化方 
程 （7.3) 变成 

( 夺 -〆 ） = /(g) ， (10.1) 

其中0 = m /(2 T ) ;线性积分算符 /( g ) 由 

1(g) = J v t f Ql (g f -g -^,)d 3 p,do- (10.2) 

定义，相当于碰撞积分 （3.9)， 而平衡分布函数是① • 

/。(中单 Sr ，' 00- 3) 

m 7 T 


近似求解方程 （10.1) 的一种有效方法是以将所求函数用互相正交函数的 
完备组进行展开为基础的，索宁多项式作为正交函数可能具有特殊优点 （ D . 
Bumeu ,1935). 索宁多项式由下列公式② 


S : ⑷ 



00.4) 


定义，其中 r 是任何数是正整数 或零. 特别是， 

S? = 1 ， S: ( 欠 ）= r + 1 - 龙 . （ 10.5) 


① 分布函数到处被认为定义于动 ft 空间，然而，这并不妨碍为了方便起见把它用速度《 = p /m 来 
表达. 

② 它们与广义拉盖尔多项式仅相差归一化和附标的编号： 
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对于给定『和不同这些多项式的正交性质是 

j e-VS ； (^)S ； (^)d^= (10.6) 

0 • 

我们将寻求 （10.1) 的解为展开式 

oc 

= V X 次 S ;/ “ 〆 ) . (10.7) 

1 、 5 = 1 

通过略去5=0的项，我们自动满足 （7. 4) 的积分为零的条件，因为具有 S =0和 
^0的多项式是正交的. （10.1) 左边括号中的表达式是多项式(伽 2 ),因此 
这个方程变成 

90 

-vSl 2 (pv 2 ) ^ AJivS^). (10.8) 

以 <(〃) SU (/^ 2 ) 对两边进行标乘并对 d 3 /> 积分，我们得到一组代数方程 

Z 〜入 / = 1,2 ,…， (10.9) 

5^1 崎 

其中 

〜=- - s ； /2 /( V s ； /2 ) d 3 p =^{ vSU ^ s ； /2 }, ( lo . io ) 

这里采用了下列 记号： 

{F,G}= jf 0 (v)f 0 (v,)\v -i; 1 |A(F)A(G)d 3 pd 3 p 1 da t (10.11) 

△ ( 尸 )= 尸 (0 +F«) -F(v)-F(v l ). 

(10. 9) 中没有/ =0 的方程，因为，由于动量 守恒： = A(t;) =0, 而有 
« o , = 0- 热导率可通过将（】0.7)代入积分 （7.7) 而予以计算.条件 （7.4) 表明这 

个积分（具有可以写成下列形式 

k : -yJ / oSi /2 (^ 2 )» - gd 3 p , 

结果是 

ac = —>4,. (10.12) 

方程组 （10. 9) 右边和表达式 （10. 12) 的简单性，显示出用索宁多项式进行展开 
的优点. 

对于黏度的计算是完全类似的.我们寻求 （8.6) 的下列形式 的解： 

“： -条卜， r + A ) i B t % n ( Pv 2 ). (10.13) 


代入 （8.6) 并乘以 
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/“ V ) S ;/2( 价 2 )卜《% '"+ 1；2 8叻)， 

和对 fp 积分导致方程组 

90 « 

X =5%, /=0,1，2,…， (10.14) 

1*0 • 

其中 

2 2 2 

h u "T 8< ^) f ( v ° Vfi - y 8 ^) s ^}- (io. i5) 

由 （8. 9) 求得黏度为 

T ) = ^— TnB 0 . (10.16) 

通过仅保留展开式 （10. 7) 或 （10. 13) 中开头几项，即通过人为地使方程组 
终止，无穷方程组 （10. 9) 或 （10. 14) 可以近似求解.当项数增加时，近似异常迅 
速地收敛 ：一般 ，仅仅保留一项给出 / c 或7；的值达到1%〜2%的精确度 0). 

我们将证明，对于单原子气体的线性化动理方程，利用上述方法的近似解， 
给出动理系数值肯定小于由方程的严格解会得出的值， 

动理方程可以写成符号形式 

% 

1( g ) = L , (10.17) 

其中函数 g 和^在热传导问题中是矢量，而在黏性问题中是二阶 张量. 相应的 
动理系数由函数 g 作为正比于积分 

- jfog f ( g)^P ( 10. 18) 

的一个量确定，见 §9. 然而，近似函数 g 满足的不是方程 （10. 17) 本身，而仅是 
积分关系 

= |/ o ^ d 3 p » (10.19) 

根据确定 g 的展开式中系数的方式就很 显然. 

上面所作陈述由“变分原理”立即可以得到证实.根据变分原理 ，（10. 17) 
的解在满足条件 （10. 19) 的函数类内给出泛函 （10. 18) 的一个极大.这个原理 

的有效性通过考虑积分 

- -妒) 心 

容易证明，其中 g 是 （10. 17) 的解，而 p 是只需满足条件 （10. 19) 的任何试探函 
数. 根据算符/的一般性质 （9. 13), 这个积分是正的.展开括号，我们写出 

①然而，在扩散问题中，尤其是热扩敗问战中，收敛性稍傲差些. 
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- ^<pK<p) 1,( 幻 - 尽 /(p)RV 

因为对于单原子气体，细致平衡原理以形式 （2. 8) 成立，算符/具有自共轭性质 
(9. 11). ①因此，括号中最后两项的积分相等.于是代人 /(#) =1给出： 

- \foisK g) -2^/( g) }d 3 p = 

= _ + 妒 , （ 屮） -2L<p}d 3 p >0. 

最后，利用 （10. 19) 变换最后一项的积分，我们求得 

- jfoS I (g)^P> - jVo 沪 " 妒 ) 心， 

这正是所要证明的. 

有一个情况虽然没有任何直接物理意义，但具有形式上的重要性，这就是按 
照 = a / r 4 规律相互作用着的粒子组成的气体.②③这种情况具有下列性质，对 
于这种粒子的（由经典力学所确定的）碰撞截面反比于相对速率所以碰撞积 
分中出现的乘积仅依赖于散射角0 而不依赖于 tv 该性质容易用 M 纲论据 
予以证明.实际上，截面仅依赖于三个参 ft ， 即常 M a , 粒子质 m 和速度 tv 从 
这些参景我们不能构成任何量纲为1的组合，而仅仅一个具有面积纲的组合 

因此它必然正比于 截面. 截面的这个性质极大地简化了碰撺积分 
的结构，使得寻求对热传导和黏性问题的线性化动理方程的严格解成为可能 • 
结果发现，这些解正好是展开式 （10. 7) 和 （10. 13) 中的首项.④ 

习 题 @ 

L 求单原子气体的热导率，在展开式 （10. 7) 中仅保留首项 • 

解：用 展开式的首项，方程 （10. 9) 化为七 =15/(4 a n ). 为计算 /=s = l 时的 
积分 （10. 10) ，我们用两个原子的质心速度和相对速度来表达 

y = y(v +1>,) =+(v ' 十 d \) 9 


① 必须强调如上所述的变分照理依赖于这种情况，而当细致平衡原理仅具有其最一般形式 （ 2 . 3 ) 
时是不成立的. 

② 这种气体模型的动理学性质是麦克斯韦 a C * Max We l ]( 1866)) 首先讨论的， 

③ 文献上有时称为麦克斯韦气体.——译者注 • 

④ 《物理大全》中瓦尔德曼 （L Waldmann ) 的 文章 ： Handbuch der Physik ，12( 1958 )，295 〕 的 § 38 - 

§40 给出这种情况的理论的详细描述 • 

⑤ 公式 （ 1 ) 一 （ 6 ) 应归于査普曼和恩斯库格- 
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截面是 = do . 积分 （1) 的计算给出结果为① 

75 [Y 0 > 66 IT 

K 64 /^ d 2 y m d 2 y rn y 

rj = —-—— v ^ = 0. 18 
^ 16 


(5) 

( 6 ) 


§11轻气体在重气体中的扩散 


这里将研究两种气体的混合物中的扩散现象，主要讨论容许作相当广泛详 


尽的理论分析的某些特殊情况. 

令 '和 yv 2 表示混合气体两组分的粒子数密度，而令混合气体的浓度用 
c = yv,//v 表达，其中 n = N \ + n 2 . 总的粒子数密度与压强和温度由 /v = /vr 相联 
系. 气体压强在整个体积内是 常量； 令浓度和温度沿$轴变化（通过允许有温度 


变化，我们在问题中包括热扩散 ）• 

让我们考虑这样的混合气体中的扩散，其中一种气体（“重”气体）的粒子质 
量远大于另一种气体（“轻”气体）的粒子质 it 假设后一种是单原子气体，因为 
平动的平均热能（在给定温度下）对所有粒子都相同，重分子的平均速率远小于 


轻分子的速率，可以近似认为重分子是静 止的. 当一个轻粒子与一个重粒子碰 
撞时，后者可假设为保持固定不动，而轻粒子的速度改变方向但绝对值保持 


不变. 

本节中我们将考虑混合气体中轻气体（气体 1) 的浓度很小的情况 • 因此轻 
原子之间的碰撞相对来说很稀少，我们可以假定轻粒子仅与重粒子碰撞.②③ 
在任意气体混合物的一般情况，必须对每个组分粒子的分布函数建立一个 
单独的动理方程，其方程右边包含给定组分粒子之间的碰撞积分以及该组分粒 
子与所有其它组分粒子之间的碰撞积分之和.然而，在考虑中的特殊情况，方便 
的是从头开始推导简化的动理方程. 

所寻求方程是要确定轻气体粒子的分布函数，我们用 /(/ M ) 表示 • 利用所 
作假设，轻粒子和重粒子之间的碰撞并不彩响重粒子的分布，在扩散问题中这个 

分布可认为已知. 

设沒为轻粒子的动里0 =% V 的方向与 X 轴之间的夹角.根据问题中条件 


① 为阐明递次近似收敛的快速程度，可以提及在展幵式 （10.7 V 和 （10.13) 中包括第二项和第三项 

时，表达式 （5) 和 （6) 分别乘以 （1 +0.015 +0.001) 和 （1 +0.023 +0.002). . 

② 这个气体模型的动理学理论是由洛伦兹 （ H . A . LoreruAWOS )) 首先发展的 • 

③ 文献 上有时 将这种 混合气 体称为洛伦兹气体.-译 者注- 
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的对称性，很明显，分布函数将仅依赖于奴以及依赖于变 M P 和; 0. 设= 

/'(^，《) ( 1 0 / 表示这样的碰撞截面 ： 由于碰撞的结果，具有动0/|的轻粒子动景变 

为，: t；'， 其方向位于立体角元 dc/ 内，《是/1和〆（其绝对值相同）之间的夹 

角.每单位路径长度上粒子发生这种碰撞的概率是 /v 2 d(j， 其中 yv 2 是重粒子的 

数 密度； 每单位时间的概率通过乘以粒子速率而 求得… 2 dcr. 

让我们考虑给定单位体积中具有动量，绝对值在给定区间如，方向位于立 

体角元 do 内的粒子.这种粒子的数目是 /d 3 /> =/(p，0，x)p 2 dp(]o. 由于碰撞，这 

些粒子中每单位时间内有 

f(p,6,x)p z dpdo • N 2 vF(p,a)do f 

个粒子取得动量方向位于 do、 因此，动最改变方向的粒子总数是 

d 3 p J l\i 2 vf(p,6 t x)F(p,a)do\ 

相反地，处于 d 3 , =/>〃 Vd (/的粒子中有 

f(p\0\x)p ,2 dp , do , • N 2 v , F(p , f a)do 

个粒子取得速度方向位于 do 内. 因为 〆 = p ，碰撞的结果取得速度处于内 
的粒子总数是 

d 3 p J l\I 2 vf(p,0 , t x)F(p,ot)do r . 

因此， d 3 /> 中粒子数的变化是差值 

dV N 2 vj F(p f a)[f(p.0\x) -f(p 9 e 9 x)]do\ 

另一方面，这个变化必须等于对时间的全导数 

d 3 p ^ = d 3 /?( « • V /) = d 3 p -^cos 6 , 
at dx 

两个表达式相等给出所寻求的动理方程 

vcos ^ ^ = N 2 v J F(p,a) [f(p>0 , ,x) -f(p ,6 y x)]do f = 

由 C(J). ⑴. 1 ) 

我们注意到，对于并不依赖于 P 的方向的任何分布函数/，上式右边都为零；这与 
玻尔兹曼方程的情况不同，后者只有对麦克斯韦分布函数/。，右边碰撞积分才为 
零.这是因为假设轻粒子被重粒子散射中动最的绝对值不改变：这种碰撞显然 
使轻粒子的任何能最分布处于定态.实际上，方程 （11. 1) 仅相当于关于小撤 
m / m 2 的零级近似，而在高一级近似下会出现能 M 弛豫. 

如果浓度和温度梯度不是太大（这些量在平均自由程量级的距离上仅有略 

微变化），则可寻求/为下列和的形式： 

/=/ o ( P ， 太） +6/(/?,(9,^) , 
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其中5/是对局域平衡分布函数/。的小校正，它对于 c 和 r 的梯度是线性的.我 
们照样地也寻求8/的下列 形式： 

5 /=cos 0 • g(p,x) f (11.2) 

其中 g 仅是 P 和 i 的函数.将它代人 （11. 1)，在左边仅保留/。的项就 够了； 在碰 
撞积分中，含乂的项消失了， 

C ( f ) = gN 2 v J F(p,a)( cos 6 r - cos $) do f ; 

函数 g 不依赖于角度，已将它放到积分号外. 

这个积分可简化如下.我们选动贵；> 的方向作为角度测量的极轴.设 p 和 
^是％轴和动世，相对于这个极轴的方位角.因此 

cos 6 f = cos ^cos a + sin 衫 sin acos ( (p 一 W 

立体角元 do ' = sin adad ( p \ 因为 a 是动 0: 〆 的极角•对 d〆 积分后，含 
cosicp -^) 项的积分给出为零.结果是 

C(f) = - N 2 (T x (p)vgcos 0 = - N 2 o\(p)vbf ， (11.3) 

其中引进记号 


cr t ( p ) =2 ir F ( p , a )( 1 一 cos a ) sin ada =1(1- cos a ) dcr , (11 • 4 ) 


景 & 称为碰撞 的输运截面. 

由 （ ii . i ), 我们现在求得 


(11.5) 


g ( P ^) = - TT — 》 （11.5) 

N 2 ( T y dx 

根据定义，扩散流是混合物中一个组分（在这个情况是轻组分）的分子流 
密度.它可以由分布函数计算为下列积分 
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(因为按假设 / v 2 >>% ) ，并近似地用 iv = P / r 来代替 yv 2 . 考虑到压强为恒定 M ， 
我们求得结果为 


= -y^{f(^：>} = -T (瑣 

这个结果要与对于扩散流的唯象表达式 


-\1 = -丄 立[丄 

t / / 3 \crjdx 3 dTi T\aJ. 


ST 

dx 


( 11 . 8 ) 


I = -iVZ)| vc + -~ vrj 

进行比较 ，它定义扩散系数 d 和热 扩散比 乘积 0 
六卷， §58) .①因而我们求得 

Dzz jp {^(^ v ) ， 

• S (v/(T t ) 

k T =cT^An . .. . 

T dT T 


(11.9) 
是热扩散系数 （见第 


( 11 . 10 ) 


(11-11) 


不均匀加热气体中的扩散平衡，形成使扩散流/ =0 的浓度分布.使 （11. 8) 


中大括号内的表达式等于常量，我们得到 


c = const 


(v/o-,) 


( 11 . 12 ) 


假设截面 A 不依赖于速度，并注意到〈〃> 〜（ 77 叫 ） 1/2 , 我们发现对于低浓度轻 


气体的混合物，在扩散平衡中，该浓度正比于#,即轻气体浓集于温度髙的 
区域. 

扩散系数数量级上是 

• 鬌 

D 〜石 1 ， (11.13) 

其中6是轻气体分子的平均热速率，而/〜 1/( Mr ) 是平均自由程.这个公式有 
一个众所周知的初级推导方法.每单位时间通过垂直于％轴的单位面积从左方 
流向右方的气体1 的分子数，数最级上等于乘积其中密度/ V ,必须在离该 
面积左方距离/处取，即在这样的点气体分子能不经受碰撞而达到该面积•我 
们类似地求得通过同一面积从右方流向左方的分子数，而两者之间的差值给出 
扩 散流： 

d/V. 

i - N t (x -l)v -^l)v - 


它给出 （11. 13) •② 


① 热扩散现象是由恩斯库格 （ Enskog ( 1911)) 对混合气体的正好这个模型所预示的 • 

② 扩散、热传导和黏性是由同一机理，即直接的分子输运引起的，热传导可以认为是“能 s 的扩 

敝”，而黏性可以认为是“动歎的扩散”.因此我们可以断言，扩散系数公、温度传导率尤 = 和运动黏 

度 t ,: rj / Nm 具有相同数 最级； 这导致对于热导率的公式 （7. 10) 和对于黏度的公式 （8. 11). 
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§12重气体在轻气体中的扩散 

现在让我们考虑相反的极限情况，混合物中重气体的浓度很小的情况.在 
这种情况，扩散系数可以间接地进行计算，无需应用动理 方程. 就是说，通过寻 
求重气体粒子的迁移率来计算，认为这个气体处于外场中.迁移率6与相同粒 
子的扩散系数由熟知的爱因斯坦关系 

D =bT (12. 1 ) 

相联系（见第六卷， §59). 

根据定义，迁移率是气体粒子在外场中获得的平均速度 V 与场对粒子所施 
加的力/之间的比例 系数： 

V = bf . (12.2) 

而速度 V 在给定情况下由力/与轻粒子施加于运动重粒子的阻力/相互平衡 
的条件来确定，重粒子之间的碰撺可以忽略，因为重粒子相对来说很少.同时， 
轻粒子的分布函数是麦克斯韦 分布： 

其中％是一个轻粒子的质量. 

让我们考虑具有速度 v 的一个特定重粒子，并取与该粒子一起运动的坐标 
系，令 v 表示轻粒子在此新坐标系中的速度.在此坐标系中轻粒子的分布函数是 
Mv + V ); 与 （6.9) 比较. 假设 V 很小，我们可以写出 

产 . ^ / m x v • V\ 

/«(。+ V 卜 / 0 ( tO(l -- l — — )• (12.3) 

所寻求的阻力人可以这样来计算，把它看成轻粒子与重粒子碰撞时单位时 
间内轻粒子传递给该重粒子的总动 M . 碰撞中重粒子不动，即参考系不改变. 
轻粒子携带动量 m , i ; ; 碰撞后，其动童转过一角度 a , 它带走平均动敏 
m, v cos a. 在这种碰撞中传递给重粒子的平均动 M 因此是^ v ( 1 - cos a). 这 
个 lit 乘以具有速度〃的轻粒子流，再乘以这种碰撞的截面 dcr ， 并进行积分，我们 
得到传递给重粒子的总动景为 

fr = m i j + V ) vva l d i p 9 

其中再次应用了 （11.4) 的记号.当用 （12.3) 形式的/。（1； + V ) 代人时，第一项在 

对 t 的方向积分时给出为零的结果，剩下 

2 

Sr = - Y |/ 0 (^)( V - ® )W(T x d 3 p j 


或者，对〃的方向求平均， 
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2 


jVo (啦,心= -' 吾 v 〈 f 3 〉. 


其中角括号〈 >再次表示对寻常麦克斯韦分布求平均. 
况％ »； V 2 ，我们写出 NfN = P / T ， 所以 


最后，注意到在这个情 


2 


(12.4) 


m^P . 、 、 

/r = _ 3T^ K 

令阻力，与外力/之和等于零，由 （12. 2) 我们求得迁移率6,于是所求扩散 
系数为 

D = bT= 2p 3 , 3 、 . 02 . 4 ) 

至于为了计算这种情况的热扩散系数，必须知道存在温度梯度情况下轻气 
体粒子的分布函数.因而热扩散系数这里不能以一般形式进行计算. 

数量级上 D ~ i )/ yVcr , 其中 i ； 〜 / fT ^, 如 （11. 13) 中那样是轻气体分子的平 

均热速率.因此扩散系数的数量级在两种情况下是相 同的： 

D 〜 r 3/2 /( aPm \ /2 ). (12.5) 


习 


题 


碲定两种气体（一个轻气体和一个重气体）混合物中的扩散系数.认为气体 

♦ 

粒子是具有直径为4 和 d 2 的弹性 硬球. 

解：碰撞截面 dcr = tt( + d 2 ) 2 do/l6TT , 所以输运截面 cr, = — tt( d t + rf 2 ) 2 , 

在这个请况等于总截面 ^ 扩散系数是 

D - ^ 

( d , + 尖 fPm ;" 2 ’ 

其中 m , 是一个轻粒子的质量而/ I 是数值因数 • 当轻气体的浓度很低时，按 
(11. 10) 的计算给出 


当轻气体的浓度很低时，按 


A = 


I ) 


3/2 


= 0 . 68 . 


而当重气体的浓度很 低时. 按 （12.4) 的计算给出 

A =3/(2 v ^2 tt ) =0.6. 

我们注意到在两种极限情况下4的值很接近. 

§ 13存在外场时气体中的动理现象 

分子的转动自由度提供一种机理，使外磁场或外电场能影响气体中的动理 
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现象.①在磁场情况和在电场情况，该影响具有相同性质，我们将首先讨论磁场 
中的气体. 

转动分子一般具有磁矩，其 （ M 子力学意义上的）平均值将用 M 表示 • 我们 
将假设磁场很弱，使得 / xs 远小于分子能级的精细结构间距•②因此我们可以忽 
略磁场对分子态的影响，于是磁矩可对未受扰态进行 计算. 对于我们将考虑的 
不太低温度的情况,也远小于这使我们能忽略磁场对气体分子平衡分布 
函数的影响. 

磁矩平行于分子的转动角动量可写成 

fi = yM. (13. 1 ) 

分子的经典转动相应于大的转动量子数；因此我们可以忽略对中总角动(包 


括自旋）与转动角动量之间的差别.常系数 y 的值依赖于分子的种类及其磁矩 
的性质 • 例如，对于具有非零自旋^的双原子分子， 


y 


2(7 


M 


Mb 


(13.2) 


其中 Mb 是玻尔磁子，而数尺是总角动量量子数•/与转动角动贵*子数尺 
之间的差值取值 S ， S -1 ,…， - S ); 在分母中，/和 A ： 之间的差别不显著 
hJ ^ hK . 在公式 （13. 2) 中假定分子中的自旋-轴相互作用远小于转动能级间 

距（洪德情况 M .® 

在磁场及中，分子受到力矩 m 的作用.在其影响下，矢 量你在 分子的 

“自由”运动中不再是常最，而是按照 

= jx x B ^ — yB x M ( 13.3) 


变化，矢量 m 以角速度 - yn 环绕场的方向而旋进.因此动理方稈左边有一添 
加项 （ d //^ vf ) ，舲，而方程变为 

誓 +V .^-^y[MxB] • 基 = C(y )， （ 13.4) 

at dr oivi 

分布函数所依赖的变暈 r 必须也包括离散变最 a (如果有这种变 tt ， 如 （13.2) 
中那样），它确定磁矩的值. 

在热传导和黏性问题中，我们再次釆用接近平衡的分布，并将它表达成 


① 这个机理是卡甘和马克西莫夫 （ IO . M . KaraH . ； I . A . MaKCMMOB ( 1961 )) 指出的，他们还推导了本 
节所给出的结果. 

② 应注意到，宏观电动力学中，磁场（对物理上无穷小体积）的平均值称为磁感应强度并用表 
示.当介质密度如气体中那样低时，磁化作用可以忽略，于是 矢童忍 与宏观磁场强度 W 一致 • 

③ 利用第三卷，§ 113,习题3推出的 （关 于情况6的）严格公式，在•/和尺很大而且具有给定差值 
J - K 的极限下，就可得 出公式 （13. 2). 因此轨道角动最 A 的贡献（为 1/7 的商一阶小最）可以忽略. 
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/=/ 0 (i +^/ r ). (13.5) 

我们首先将证明，动理方程中并不出现含 狀 / dM 的项.的确，因为/。仅依赖于分 
子的能量4 0 ,而如 / dAf 等于角速度/2,我们有 

y [ MxB ] ~= y ([ MxB ] • II )尝, (13.6) 


对于转子和球形陀螺等类型的分子,3/和/2是平行的 ,（13. 6) 的表达式恒等于 
零.其它情况下，在对迅速变化着的相位求平均后，它变为零，此必然性锊在§ 1 
中阐明过.当对称陀螺分子或不对称陀缧分子转动时，分子本身的轴的方向及 
其角速度的方向都迅速变化.按所述的方法取平均后， D 仅能保留沿恒定矢 
景 M 方向的分最，而对于这个分量，乘积 （ MxB > • ^=0. 

动理方程中剩余项类似于§7或§8中的方式作变换.例如，在热传导问题 


中，我们求得方程 

pT v • V T : - y[Af xB ] 


SX 


ax). 


(13.7) 


我们再次来求这个方程的形式为 AT =g • ▽ r 的解，但是现在不是拥有两个，而是 
拥有三个矢 ， M , 忍，可以用来构造矢景函数 W 厂). 外场在气体中引起一个 
独特方向.因此，热传导过程变成各向异性的，而标 M 系数 AC 必须用热导率张量 
来代替，由它确定热流的方程是 

3 T 

9 a = 一 

dx fi 

张景由分布函数用下列积分来计算， 

见 (7.5). 

依赖于矢最及的二阶张 M 的一般形式是 

= /c8^ + K { b a b fi + K 2 e^ y b 

其中6 是反对称单位张 M ， 而是依赖于场强 B 的标量.张量 

(13. 10) 显然具有下列性质：① 

= K ^( -")• (13.11) 

表达式 （13. 10) 相应于热流 

q : ~ kV T - K ^ b^b * V T ) - k 2 [V Txft ], (13, 12) 

这里最后一项是所谓奇效应：热流的这个部分跟随场的变号而 变号. 


(13.8) 

(13.9) 

(13. 10) 


①这个性质表达了存在磁场情况下动理系数的对 称性. 对于目前这个情况，这是由于仅存在一个 
矢 tt fc , 借此能构造出张 M / c # 的必然 结果. 
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方程 （13. 7) 右边积分项 /( W 由公式 （6. 5) 给出. 在其被积函数中包含函数 
/。，它正比于气体密度 / V . 分离出这个因数，并将方程两边除以此因数，我们发现 
/ V 仅岀现在与场的组合 B // V 和与温度梯度的组合 ▽ 77/ V 中.因此很明显，函数 

foX ^ J 0 g - V 7 > 将仅通过比值万/々的形式而依赖于参撖~和5;积分（13.9)也将 
仅依赖于这同一个量，因此 （13. 12) 中的系数 k ,/ c ,,# c 2 也将如此.密度 W (在给 
定温度下）正比于气体压强/因而磁场中气体的热导率仅通过比值 B / P 而依 
赖于场强和压强.① 

当 B 增加时，方程 （13.7) 右边第一项增加，但第二项不变.因此很显然，当 
衫 —00 时，方程的解必然是仅依赖于磁场方向（而不依赖于其大小）的函数，从而 

这个函数应该使方程中的 MxB • aV / dM 项恒为零，因此当00时，同样还有 
系数 / c ,/ c ,, k 2 趋向于不依赖于 B 的恒定极限. 

关于磁场中气体黏度的处理是类似的.相应的动理方程是 





e(n 




= / (Y) -y[M xB] 


dX 

dM 


(13.13) 


参见 （6.19). 要寻求形式为的解.代替原来的两个黏性系数 t ; 和 （， 
现在我们必须应用一个四阶张 M 它确定黏性应力张 M : 

^^ = VafiyS V y 8 ； ( 13. 14 ) 

按定义，张量是对两组下标和 y J 为成组对称的.对于已知函 数八该 
张量的分量可计算出为 


a0y6 一 _ f ^ a v/ 0 g y8 dr . (13.15) 

这样求得的黏度张 M 必然会满足条件 

Va0ys( B ) ^VySafii ^ B ) > (13. 16) 

它表达了动理系数的对称性. 

用矢量 b ^ B / B ( 以及单位张 M ^和 e _) ,我们可以构造出具有7^^的对 
称性质的下列独立张 M 组合： 

( 1 ) 谷 ay 谷併 + U/Jy ， 

(2) 5八， 

( 3 ) 石 W + U 办厶 7 + ♦ 

(4) 5» s+ 5 y A 卜， ' ^ (13.17) 

(5) b a b 入 b s ， 

( 6 ) 6 ay 8 讲 + 厶 办 5^ + ^ a 8^0y + ^pS^ay ^ 

(7 ) bpb 卩 b s + 厶 办 W + 厶 《6 W + b 种 b a b y ，- 


①磁场中气体热导率的变化称为森夫特利本效应. 


• 42 • 


第一章气体动理学理论 


其中 b 扣： e + b y . 在除 （4) 以外的所有这些组合中 ，（13. 16) 的对称性质 
是从它们对两组下标 a ,)3 和 y J 的成组对称性而自动得 出的； 而 （4) 中两项正 
是为了满足条件 （13. 16) 而组合起来的.① 

与 （13. H ) 的张量数目一致，磁场中的气体一般具有七个独立的黏性系数. 
这些可以定义为关于黏性应力张最的下列表达式中的 系数： 

=2 ^( V afi - y 8 c^ V * V ) +^V - V + 

- 2V fi, Y b a ^ b a b fi V * V + b a b fi V yS b y b s) + 

+ 2” 2 ( W V 0y b y b a - 2b a b ， Y6 b y b s ) + 

+ ” 3 ( V a Y b PY + V fiy b a Y - V yS b ay b fi b S - V y8 b 0y b a b s) + 

+ 2 ” 4 ( V y6 b a y b fi b 8 + V y6 b fiy b a b 8 ) ^ ^afi V y6 b y b S + b a b 0 V • V ) ， 

(13.18) 

其中定义于 （6. 12). 上述表达式是这样构造的，使得7/，化，…，仏是这类张 
最的系数，它们对下标 a ,)3 进行缩并时给出为零和 I 是具有非零迹的张墩 
的系数，可称为第二黏性系数.我们注意到它们不仅包含标 fflV • V ，而且还包 
含 V YS b Y b 8 . (13. 18) 中的开头两项对应于应力张量的通常表达式，所以 77 和（是 
寻常黏性系数. 

我们注意到，张量〜和必然是真张量，因为它们满足反演对称的条 
件.因此 ，（ 对于立体异构材料的气体）放弃这个条件不会导致任何新项的出现. 

然而，这种放弃会导致新效应出现，有一个归因于速度梯度的热流9 (1> 和 
归因于温度梯度的黏性应力这些所谓交扰效应由下列公式 描述： 


7 





(13. 19) 


其中和是三阶张量，它们对由逗号分开的下标对是对称的•用§9中那 


样选出的'和，动理系数和 y 6 a 是 7 V y o ^ 和 t aa 0 tr 于是昂萨格原理表明, 
存在磁场情况下我们必须有 


Ta ^ Y ( B ) = c r>a ,( - B ). (13,20) 

这种张量的一般形式是 

a^.y =a i b a b fi b y + °2^ y S^ +« 3 (6„5 办 +6^5 ay ) 十 〜 (& ay 6〆 b 0y b a ). 

(13.21) 

这个表达式中的所有项都是赝张景，所以带有这些系数的关系式 （13. 19) 在反 


0不必要写下带两个6#因子的项的 组合： 因为两个张龟^的乘积化至张世的积，这种组合会 
化至 （13. 17) 中已经包括的那些组合. 
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演下不是不变式. 

现在让我们简要地考虑，存在电场的气体中的动理现象.我们选用由对称 
陀螺类型的有极分子（即具有偶极矩4的分子）构成的气体.在电场中，有力矩 

I 

rfx £； 作用于有极分子，所以动理方程包含一项 


舲去 [㈣ 


生 

dM' 


d 的方向沿分子轴，与其转动角动 MM 无关.然而，由于陀螺轴绕恒定矢 fl A / 
的方向迅速旋进，对此求平均的结果，上述项中仅保留沿 M 的分量 <从而变成 

ylMxE ] •盖， (13.22) 


其中 y 二 crd/M ，并且变量和 Af 之间夹角的余弦）现在取从 - 1至+1的 一 
系列连续值.表达式 （13. 22) 与磁场情况中相应项的差别仅在于用 E 代替了 fl . 
于是所有前述的动理方程以及由此得出的结论仍然适用•① 

然而，有一个差别起因于下列事实 ：电场 E 是真矢量而非赝矢量，不受时间 
反演的影响.因此，对于热导率张量和黏度张景的昂萨格原理这里表达为： 

K 邙 ( E ) =〜([)， Vafiys( E ) : VySafi( E h (13.23) 

而不是 （13. 11) 和 （13. 16) 那样. 相应地，表达式 （13.10) 和 （13. 18) 中和 
% =7?4 =0(其中现在6 =£：/£). ②同时，交扰效应不仅在立体异构气体中是可能 
的，对此表达式 （13. 21) 完全适用，而且在非立体异构分子的气体中也是可能 
的 ：带有 a 4 ^0 的表达式 （13.21) 现在是一真张 M . 
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气体的动力学运动方程，考虑到热传导和内摩擦过程，包含热流^(能流分 
的耗散部分）和黏性应力张量 〆 #(动《流//邮的耗散部分）•当 W 和已经 
用气体中的温度梯度和速度梯度表达时，这些方程获得实际意义 • 然而，通常的 
表达式对这些梯度是线性的，因此只是按小比值〖/以平均自由程对问题的特征 
尺度之比值，称为克 努森数 尺 / i ) 作幂展开时，展开式中的第一项 • 如果这个比值 
不是很小，考虑到 //△ 的高一级小量的项作校正也许是适 当的. 这样的校正不 
但在运动方程本身中出现，而 a 在气体流动中物体表面处对这些方程的边界条 
件中出现. 

流，和展开式中递次各项，用温度，压强和速度的各阶空间导数及其各 
幂次来表达 • 这些项原则上必须通过动理方程解的高一级近似来计算 • “零级” 


① 双原子分子在垂直于 M 的平面内 转动； 因此对于有极双原子分子 <7 =0.在这种情况动理方程 

中电场对分子运动的影响，仅在场的二次近似下才出现. 

② 对于非立体异构分子构成的气体，在电场中没有 K 2 ,^ 3 , T 7 4 的项也是反演不变性条件所要求的 • 
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近似相当于局域平衡分布函数/。，和理想流体的动力学方程相适应. 一 级近似 
相当干§6— §8中所考虑的分布函数 /=/ Q (i + /"/ r )， 和流体力学的纳维- 


斯托克斯方程及热传导方程相适应.二级近似中，要寻求分布函数的下列 形式: 


/ =/o 


1 …⑴ 

T 


V 2> 


T 


(14.1) 


并且要将动理方程相对于二级校正 / 2> 线 性化.获得的方程具有下列 形式: 


工 

I 



^0 

dt 




-士 J 切 7。_ W”, =y/(Ar (2) ), (m.2) 


其中 / 是以前引进的线性积分算符 （6.5). 符号 d 0 / dt 表示宏观 M 的那种时间导 

数，它们表现为对 /^" Vr 的求导结果要借助于一级近似的流体力学方程（欧拉 

方程）通过空间导数来表达.左边第二项中符号（\/扣）表示时间导数要借助于 
纳维-斯托克斯方程或热传导方程中的一阶项（含有 W J 或 AC 的项）来消去 • 
我们将不写出二级近似中出现的 y 和 o •、中 所有众多项（这些项称为伯内 
特项； D . Burnett , 1935). 在许多情况下，这些项对解作出的贡献是远小干下面要 
讨论的边界条件中的 校正. 在这样一些情况下，方程本身中包括校正会是可达 
到准确度的不合理夸大.我们将仅限于考虑一些典型校正项并就各类运动对它 
们作估计. 

首先，让我们注意到小参量 Kn = 1/ L 以某种方式与描述流体运动的两个参 
量，即雷诺数心和马赫数相联系 • 雷诺数定义为办〜 VL / p , 其中 V 是流速的 
特征尺度而^是运动 黏度； 马赫数定义为其中 u 是声速.在气体中， 
声速与分子的平均热速率6是相同数贷级，而运动黏度 v 〜仏因此办 〜 VL / lv , 

而克努森数 

Kn ~ Ma / Re . (14.3) 

因此很明显，运动的流体力学性的条件 << 1 ,对和 A / a 的相对数燉级强加 

一个限制.让我们首先考虑“慢”运动，具有 

Re ^ l , Ma «\. (14.4) 

让我们考虑黏性应力张景中含有两个速度一阶导数乘积的任何伯内特项, 

例如 


P 1 




0 


dx y dx y 


系数 p / 2 (其中 p 是气体密度）是数量级 估计. 这项对给出贡献 〆 2> 


(14.5) 
〜 〆V 2 / 


L \ 黏性应力中主要项（纳维-斯托克斯项）的数量级是 



§14 轻度稀薄气体中的现象 


• 45 • 


(7 


( 1 ) 



而比值 



因为心 : S 1，我们看到项 （14. 5) 给出对黏性应力的改正，其相对 M ： 级是 : S 
(//乙) 2 ;然而边界条件中的改正（见下面）对运动给出远大得多的改正 （ 〜叫 
如果温度梯度起因于运动本身，由下列形式的项① 

(14.6) 

m v dx a dx p 

引起的校正甚至 更小； 这是因为特征温度差 \ T - TV 2 / u \ 然而，如果温度差是 
“由外界”（例如，浸于气体中的加热物体）强加的，（^ 6) 形式的伯内特项可能 
引起定常运动，其特征速度由平衡方程 


• 3 〜⑴ ■ 1 (” 、一 

确定，这个运动的速率的估计量是 




I ( A7V 

L mvT 2 


(14.7) 


( M . H . KoraH , B . C . ra/iKHH 和 O . r . OpHflneHAep ,1970.) 

在作估计时，必须记住 A 7 X 这里 A 是有限增 fl 符号②）可借助于热传导方程 
V • (k V T ) = 0 利用温度梯度的平方来估计，以及记住运动仅是由力的无势部 
分引 起的； 有势部分被压强所 平衡. 

类似考虑适用于热流 W 中的校 正项. 不可能仅从温度的导数构造二级校正 
项； （ -AC V r 之后）第一个这种校正项是 const x ▽( Ar ) (这里 A 是拉普拉斯算 

符），因此是三 级项. 除温度的导数之外还包括速度的导数的项，例如 

v • v) v r, 


又是给出相对置级为 / 2 / f 的校正 • 

现在让我们接着考虑“快”运动，具有 

Re »\ f Ma ^ l . (14.8) 

在这种情况，气体运动发生在两个区域 内：主 要体积，这里运动方程中的黏性项 
不 重要； 和一个薄边界层，这里气体速度迅速减小 • 


① 黏性应力中的这类项是麦克斯韦 （MaxvvelK 1879 ) > 首先讨论的. 

② 俄文版(和英文版）将此处的厶称为拉普拉斯符号 （ Laplacian ) ，而将下面的 A 称为拉普拉斯算 

符 （ Laplacian operator ) ，易 混清. 为了区别，后者有时也常用这 一 符号 表不. 译者注 • 
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例如，让我们考虑气流通过平板的情况，流动方向取作$轴.平板上边界层 
厚度5是 



其中^是离前缘的距离，见第六卷， §39. 对于速度沿％方向变化的特征尺度由 
坐标 x 本身给出，而沿 y 方向（垂直于平板）的由边界层的厚度6 给出. 这里，按 
连续性方程，纳维-斯托克斯黏性应力张 M 中的主要项是 

, dV t vlV 

% 〜 P i 

然而， 〆 „的伯内特项中没有一个含有 （ aK / ay ) 2 ; 容易看出导数 a 匕 / a % 并不能 
以其二次项构成这样的二阶张量，其町分 M 会包含该平方项 • rrf 中的最大项 
只能是形式为 


ay 


V 


pl 2 V 2 

xS 


的那些项.它们对的比值是 c / 2) / o ■⑴~/以以~(//5) 2 ，它又是二级项. 

现在我们将证明在气体与固体边界上的极限条件下，校正项给出（// ㈠ 的一 


级效应.由此可见邻近固体表面发生气体稀疏的明显现象. 

在非稀薄气体中，固体表面处的边界条件是气体和固体的温度相等.然而, 
实际上，这是一个近似条件，仅当平均自由程可以认为是无穷小时才适用.当考 
虑到固体与不均匀加热气体接触面处的有限平均自由程时，存在一个温 度差； 一 
般仅当有完全热平衡和气体温度恒定时，温差才降至零 .® 

接近固体表面处（离表面的距离小，但不是太 
小处），气体的温度梯度可假设为常量，因此温度 
随距离线性变化.然而，在离器壁（距离的）紧 
邻处，温度变化一般很复杂，其梯度不是常量•图 
1中的连续曲线描绘邻近表面处气体温度的示例 
性变化. 



然而，当考虑整个气体的温度分布时，在器壁 

[ 4U ] 

邻近可与平均自由程相比的有关距离内，温度的 

确切形式是不重要的.至于靠近固壁的温度分布，我们主要关心的仅是图1中 
曲线的直线部分，它延伸至远大于自由程的距离.这个直线的方程由其斜率和 


①当所说的是平均自由程靉级大小的区域内气体的渴度时，严格地说，必须给所谓湿度的意义下 
定义. 目前情况下，可以用气体中给定点分子的平均 能童来 定义.由该平均能董确定温度的函数取为与 
大体积气体的相同. 


§14 轻度稀薄气体中的现象 


• 47 • 


在纵坐标轴上的截距来确定.因而我们涉及的不是器壁处温度的实际间断，而 
是当温度梯度接近器壁所有距离直至零都假设为常最时导致的间断，如图1中 
虚线所示.设 sr 表示这个外推的温度间断，定义为气体温度减器壁温度（后者 
在图1中任意地取为零广 

当温度梯度为零时，间断也为零.因此，对于不太大的温度梯度， 

87^乒， (14.9) 

dn 


导数是沿进人气体表面的法线 取的. 系数# 可称为温 度间断系数. 如果进人气 
体体积内时其温度增加 （ ar / dn >0), 我们也必须有 & r > o , 所以系数 g 是正的. 

固体器壁与运动气体之间的边界处出现类似 效应. 稀薄气体不是完全“黏 
附”于表面，而是在其附近维持一个小而有限的速度，并沿表面 滑移. 如在 
(14. 9) 中那样，我们有滑移速率为 



(14. 10) 


其中厂是接近器壁气体速度的切向分 M . 与 g —样 ，滑移系数 f 也是正的•对 
(14.9) 给出的温度间断 sr 所作评注，同样也适用于 tv 严格地说，这个速率不 
是在器壁本身处气体的实际速率，而是在沿器壁气体层内梯度恒定的假 
设下所外推的速率. 

系数 g 和€具有长度暈纲，与平均自由程为相同数* 级： 

茗〜 , (14.11) 

温度间断和滑移速率本身因而是的一 级最. 为计算 g 和 f ， 必须求解关于表 
面附近气体分子分布函数的动理方程，这个方程必须考虑到气体分子与器壁之 
间的碰撞，因而了解决定这种碰撞中分子散射的规律是必 要的. 

如果图1中的虚线延伸至与横坐标轴相交，造成长为 g 的截距 • 因而我们 
可以说存在温度间断时的温度分布与下列情况相同，好像没有间断而器壁移后 
一段距离#那样.对气体滑移的情况同样也适用，这时器壁移后一段距离 f •当 
然，对于这些改变，意味着在流体力学问题的解中应该仅保留 &或 6的一级项. 
因为考虑到温度或速度的间断，等效于移动边界/ M 级的距离，解中引起的校 
正，量级为 ld / dx ~ l / L , 即为 1 /L 的一级项. 

除对边界条件的上述校正外，还有与 相同歜 级的其它效应，在许多情况 

下更加重要，因为出现某些定性上新的 现象. 

一种新现象是接近不均匀加热固体表面的气体的运动，称为热滑移 • 它与 
混合气体中的热扩散有某种相似 之处. 正如混合气体中存在温度梯度时，与“别 
种”气体分子的碰撞产生粒子流那样，在这个情况由于器壁处厚度〜/的气体薄 
层内的分子与不均匀加热器壁的碰撞同样引起一个流- 
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设 K 表示器壁附近气体由于热滑移所获得的切向速度， v t r 表示温度梯度 
的切向分量.一级近似中，我们可以假定正比于 v t : r , E 卩，对于各向同性表面， 

V, = M V t r. (14. 12) 

系数 m 必须正比于平均自由程/,因为它与厚 度为/ 的气体层中的粒子有关.因 
此很明显，按照量纲论据， / x 〜用碰撞截面和气体密度来表达平均自由 
程，我们有/ ~ 1/( A ^) 〜 77( aP ) ， 而最后得到 


aP 



(14. 13) 


tx 的正负号不是由热力学条件 确定； 实验结果表明通常 M >0. 

最后还有一种一级效应是运动气体中存在附加的表面热流（即局限于器壁 
附近厚度的层内的热流 ）^， urf ，正比于切向速度的法向 梯度： 


nurf 




av , 

dn 


(14. 14) 


具有量纲为[能量 / 长度 X 时间]. 

系数 M 和 P 由根据昂萨格原理得出的一个关系式相 联系. 为推导这个关系 

式，让我们考虑熵增加率的“表面”部分，这归因于器壁处气体的运动并取为 
器壁表面每单位面积的这个增置包括两部分 • 首先，存在热流 t urf 给出对 

贡献为 

-厂 V - • ▽ L 

参看归因于体积热流的熵增加率的对应表达式（第六卷，§ 4 9;第九卷， §88). 
其次，气体流过器壁时每单位面积经受的摩擦力为每单位时间耗散 
的能量等于这个力所作功 

av , 


-dn 1 

而除以 r 后给出对熵增加率的 贡献. 因此我们有 


= # V T 




dn 


(14.15) 


在昂萨格原理的一般表述中 （§9), 现在我们取作总的景是 矢最： 

1 1 dV x 

将 （14. 15) 与表达式 （9. 3) 进行比较，表明对应量之是矢 ffl : 

=〆— ， ^2 =V V r 

起“运动方程 ”（9.1) 的作用的是关系式 （14. 12) 和 （14. 14); 把这些写作 

jc , = T<pX 2 , x 2 = ryiT 2 , 

我们获得所要寻求的关系式 
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= T V ^ 


(14. 16) 


(L. Waldmann , 1967 ). 


习 


题 


i . 含有气体处于不同溫度和 r 2 的两个容器，由一长管道相连通.由于 

热滑移，在两容器中气体间建立起压强差（热分子压强效 应）. 试确定这个压 
强差. 

解：对 于泊肃叶流动，在压强和溫度梯度影响下，考虑到热滑移，管道表面处 
的边界条件是在 r = 处，(其中是管道半径而 x 是沿管道方 向）. 
我们按通常方法（第六卷，§ 17) 求出管道截面上的速度分布为： 


dP 


4?/ dx 




2 


) 


ar 


每单位时间流经管道截面的气体质量是 

八 P7T/? 4 dP 




( 1 ) 


其中 p 是气体 密度. 在力学平衡(？=0,由此 

dP 871a dr 

R 2 ^ 


对管道整个长度上的积分给出压强差为 


Pi-P 


R 2 


(AD 


(如果 r 2 - r , 相当小， t ? 和从可取为常 量）. 利用（ I 4 . 13) 和 （8. U ) 对该效应的 


教量级估计给出 


8P I 2 bT 
R 2 


P 


T 


当 （）=0 时管道截面上的速度分布是 


2 r 2 


dr 


气体沿管壁按温度梯度方向流动 u > 0 ) ，而在管道轴附近它按相反方向流动 
{v <0 ). • 

2 . 具有长度为 t 和不同半径（尺，</? 2 )的两根管道在其两端相连接；两结点 
维持在不同溫度 （ r 2 > r ,), 设其差值很小，由于热滑移，在管道中建立起气体的 
环流运动，试求通过管道戴面的总气体流. 

解：用 /? 4 去除题1中公式（】），并沿两个管道所形成的闭合围道积分，我 

们有 
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Q- & f L (T 2 -T l )(Rl-R 2 i )-^^. 

流动在图2所示的方向发生. 

3. 半径为/?的球体浸没于气体中，设气体维持有恒定溫 
度梯度 ▽ r = 试确定作用于球体的力 

解：球 内的温度分布给出为 


3 ac 


2 


T =--— ^4 rcos 

K| 十 2 k 2 

其中 h 和分别是球体和气体的热导率；/ r 和0是以球心为 
原点和极轴沿 A 的球极坐标（见第六卷，§50,题 2). 因此我 
们求得沿球表面的溫度梯度为 



图2 


^ dT 

J Jo 


2 


>4 sin 0 . 


R 80 k , + 2 k 2 

热滑移引起的气体层流仅由一个矢量 A 确定. 因此，对于这种情况的纳 
维-斯托克斯 方程. 可以像液体流过在其中运动的球体的问题中那样，寻求同 
样形式的相应解（见第六卷， §20)： 


A + «(A • n ) ^ 3 n(A • rt ) - A 

a -+ o -- ^; - 

r r 


其中/! = r / r ;忽略了 V 中的相加常量，因为我们必须有当/ ► 00 时 I ； = O . 常量 
和6由条件 


i ; r =0, V 


f 芸当 


=R 


求得，它们的值是 


R 2 


3 k 2 ^x 

2( / c , + 2 k 2 ) 


作用于球体的力是 


\2tIJUiRk2 _ 
F = STrariA = --- V T . 

K , +2 k 2 


为了使这些问题中所考虑的表面效应实际上小于体积效应，题1和题 2 中 

在管道半径上，题 3 中在球体半径上，溫度必须仅有微小雯化. 

4. 两个容器由一长管道相连通，含有气体处于压强为/ > 1 和/^，但处于相同 
溫度.试确定容器之间伴随着管中的泊肃叶流动的热流（力热效应） • 

解 ：按照 （14. 14) 和 （14. 16) ,沿管壁的热流是 

dV 

q = 2Tr/?^\ urf = 2irRTrjfi —. 

另一方面，根据定常流动下流体的力学平衡条件，我们有 


§15 离度稀薄气体中的现象 


• 51 • 


因而最后求得 


2ixRr) ^ = tiR 2 — 1 

dr ax 


zfA 

L 


q f ^^R 2 Tfji(P 2 - P,)/L 
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§14 中所讨论的现象，不过是与平均自由程/对问题中特征尺度 L 之比值 
的高阶幂相联系的校正 效应； 这个比值仍假定为 很小. 当气体是如此稀薄，或尺 
度乙是如此小，以致 // L^l ,即使带有经校正边界条件，流体力学方程也变得完 


全不适用. 

对任何///：值的一般情况，原则上必须在与气体接触的固体表面上的特定 

% 

边界条件下来求 解动理 方程. 这些条件依赖于气体分子与表面之间的相互作 


用，并且将入射到表面上的粒子分布函数与离开表面的粒子的分布函数联系起 
来.如果这个相互作用相当于分子散射而没有诸如化学变化、电离，或被表面吸 
收这些过程，则可用概率 u ； (厂 ，厂） d 厂来描述，它表示一个具有给定厂值的分 
子碰捸表面后反射进人给定范围 d 厂 、函数 u ； 的归一化条件是 


( w ( r \ r ) dr r = \. (15. i ) 

用这个函数，对分布函数 /( 厂）的边界条件变成 

| w(r\T)n • f ； /(DHr= -/I - v , f(r , ),n >v f >0, (15.2) 

A * 豢 < 0 

左边的积分乘以 dr ' 是每单位时间入射到表面的单位面积上并被散射进入给定 
范围 dr ' 内的分 子数； 对这样的厂值范围积分，它们对应于分子向表面运动 （n 
为物体表面外向法线的单位矢量）. （ 15. 2) 右边的表达式是每单位时间离开表 
面单位面积的分子数，方程两边 广的值 必须对应于离开表面运动的分子. 

平衡时，气体温度与物体温度相同，对于入射和反射粒子，它们的分布函数 
必须都是玻尔兹曼分布形式.因此函数 W 必须恒等地满足下列 方程： 


J w{r\T)n • ve' ,/T 'dr^ -« ( 15.3) 

<0 

它是通过用 /( 厂）= const x exp ( - s / T ,) (这里 R 是物体的温度）代人 （15. 2 ) 得 
到的. 

在所描述的一般表述中，对于高度稀薄气体流动的问题，其求解当然是很困 
难的 • 然而，当气体稀薄到如此程度，以致达到 1 /L » 1这样的极限情况，该问 
题可很简单地予以 陈述. 

一大类这种问题与下列情况 有关: 相当大最气体所占据的体积，其线度远大 
于浸人气体中固态物体的线度 M 并且也远大于平均自由程因此分子与固体 
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表面的碰撞比较稀少，相对于分子间的碰撞来说是不重要的.如果气体本身处 
于平衡，具有温度7 2 ,在这些条件下我们可以假设平衡没有受到浸人物体的破 
坏.同时气体与物体之间可能有任何温度差.对两者的宏观运动速度同样 
如此. 

设 r = r 2 - r , 是气体温度与物体表面某部分 d / 的温度之差，而 v 是气体相 
对于物体的速度，对于 T 和 v 不为零的情况，气体和物体之间有热交换，而且物 
体受到气体所施加的力.设9为由气体传向物体的耗散热流，并令 P - P / i 表示 
作用于物体表面每一点沿外法线 w 方向每单位面积上的力.这里第二项是寻常 
的气体 压强； F 是考虑中归因于 T 和 V 的附 加力. 量 (7 和/^'是 T 和 F 的 函数； 当 

后者为零时它们变为零. 

如果 r 和 V 充分小 （7 ■相对于气体和固体的温度本身， V 相对于气体分子的 
热速度），于是^和 F 可以展开成 r 和 V 的幂至线性项为止.令厂和 V n 表示 F 
和 V 沿法线《的分量 ； F t 和 V t 表示其切向部分，后者是具有两个独立分董的矢 
凿.于是所述展开式是 

=ar + j8V n , F b = yr fSV n9 F t = 6V X f ( 15.4) 

其中是表示任何给定气体和固体材料特征的常最（确切地说是温度 
和压强的函数）.根据对称性，“标”釐 g 和'不能含有矢董 V t 的线性项.根据 
同样理由，矢量厂的展开式并不包含“标”最 t 和 F n 的线性项. 

量 a ，5 和0是正的.例如，当气体温度超过物体温度 （ t >0) 时，热量将从气 
体传递给物体，热 流？ 的相应部分将 为正； 因此 a >0. 其次，由于气体相对于物 
体流动引起的作用于物体的力 ^和 必须分别与 h 和 V t 处于同样 方向； 因此 
5>0和0>0.至于系数0和 y 的正负号并不能从一般热力学考虑得出，虽然实 
际上它们通常似乎是正的.它们之间有一简单关系式，那是动理系数的对称性 
的一个推论. 

为了推导这个关系式，我们来计算由气体和在其中的物体组成的系统中总 
熵的时间导数.物体在单位时间内通过每个面元 d / 从气体获得的热请为 _/• 
物体的熵中的增量是 

其中积分是对物体的整个表面进 行的. 

为了计算气体的熵增加，我们采取使气体在物体位置处为静止的坐标系；于 
是在表面上每一点的速度是 - V . 为了阐明所要求的关系式，我们将假定在运动 
期间物体的形状可能 变化； 于是在其表面上各点的速度 V 是任意独立变量•根 
据热力学关系式= rdS - PdK 每单位时间气体的熵的变化是 
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具有下标2的量属于 气体. 根据系统的总能量守恒，导数左 2 是物体能量变化的 
负值.这个变化由热量 fgd / 和对物体所作功^ - V ) • ( F - PiOd / 两部分组 

成.因此我们求得气体能量的变化为 

^ 2 = f ( 1 + FA + F , • V t - P 2 K n ) d /. 

气体体积的变化等于物体体积变化的 负值： 


虼 = f M/. 

所以气体熵的变化是 

^=yj( -q^F n V n ^F, • V t )d/ 

将\和 s 2 的导数相加，然后令（对于 T 很小） r , ar 2 = r ， 我们最后有系统总熵的 
变率为 



!] d / 


(15.5) 


对于昂萨格原理一般表述 （§9) 中的,<，我们分别取为物体表 
面上任意给定点的心 F n 和矢暈 F , 的两个分暈.为求得对应景我们将 
(15.5) 与关于熵的变率的一般表达式 （9.3) 相比较，结果看到1,4，；^，夂分 
别是在同一点的 - r / r 2 , - V n /T 以及矢 M - V/T 的两个分 ft .( 关系式 （9. 1 ) 中 
的那些）动理系数是 

Tii * y 22 = » ?33 = 744 = OT , 

ri2 r 2 i = r 7 ' 2 - 

于是对称性 y , 2 = 721 给出所要求的关 系式： 

P = yT . (15.6) 


此外，根据二次型 （9.3) 为正 （S >0) 的条件，我们有早已提到的不等式 a , 
沐沒 >0,并且还有不等式 

Ta8>p\ 

为 r 计算 （15.4) 中的系数，我们需要知道气体分子受物体表面散射时，由 
前面所定义的函数^厂，厂)所表达的散射定律的特定形式.作为例子，让我们 
推导一个原则上能用来计算 a 的公式. 

因为一个分子与壁的每次碰撞传递给壁的能量是 e 于是气体传递给 

物体的能流密度由下列积分给出： 


q = j(s -s f ) \v x \w(r\n/(ndrdr\ ( 15 . 7 ) 

积分是对 & < oy x > 0 的范围进行的. 
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让我们将这个表达式利用细致平衡原理进行变换.根据细致平衡原理，平 
衡时，分子受壁散射中厂—尸 ' 跃迁的数目等于尸 / T — 厂 1 ’跃迁的数目.这意味着 

S 

如（ r\D \v x |exp|^y-^j ^w( r T ,r ，T ) \ v\ l ex p(^^~) ； (15.8) 

平衡时，气体和壁的温度相等. 

让我们对 （15.7) 中的积分变量重新命 名：厂 4厂 ' T , 厂 '— r T . 将得到的两个 
表达式相加，然后用2除，结果给出 



x [ r' ， 厂 ） I \ Ie 一(厂 T ， 厂 ' T ) I 1 e ” V7>2 ] d 厂 d 厂 ' • 

最后，将 （15.8) 的 U ； (厂，厂)代入，然后将被积函数用小差值 T = r 2 - r , 的幂展 
开，我们求得^ = OLT t 其中 

«= 士 /( …') 2 卜> (厂、 厂叫 ^ ^) drdr (15 . 9) 


( V ,<0, t / x >0; 温度7\«7* 2 的下标已经省略）. 

关于从壁散射的分子的分布函数，依赖于它们与壁相互作用的特定性质. 
有所谓完全适应，如果从物体每个面元所反射的分子（不管其碰撞前速度的大 
小和方向如何），具有这样的分布，它与离开容器上小孔径的分子束中的分布相 
同，而容器中气体温度等于物体温度.换句话说，对于完全适应，受壁散射的气 
体达到与壁热平衡.有意义的是将 （15. 4) 中系数的值与完全适应情况的系数相 
比较.特别是，气体分子和固体壁之间的能 ffl 交换通常用适应系数来描述，它定 
义为比值 cr /«。， 其中％对应于完全适应的 情况. 在实际情况下，通常不能达到 
完全适应，因而适应系数小于 1. 

%实际是最大可能值的事实容易证明如下.让我们从稍许不同的观点来看 
(15. 5) 中的熵不是把它当作物体和气体整个在一起的总熵，而是当作物体与 
时间仏内达到物体表面的正好那些气体分子在一起的熵.对于这个系统，具有 
完全适应的分子反射表示向一个完全平衡态的转变，所以它的熵取最大可能值. 


因此，伴随这个转变的熵的变化 = 也将是极 大①. 换句话说，对于完全适 
应的情况，二次型 （9.3) 必须对(即厂匕和 V ,)的任何给定值都是极大.系数 
y a 6 的相应值此时用下标零表示，我们可以将这个条件写成 



①这个论证的要点是，可以认为物体（它起“热库”的作用）在整个过程中处于平衡，而理想气体的 
熵仅依赖于其分子的分布律.而不依赖于它们之间的相互作用律- 


由此得出下列不等式 
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T ( a 0 -«)(6 0 -8) >(/3 0 -/3)\ (15.10) 

让我们考虑高度稀薄气体从具有线性尺度 L 的小孔的流出①.在极限 
// L >>1, 这个过程是很简单的 过程. 分子将各自独立地离开容器，形成分子束, 
其中每个分子以其到达小孔的速率运动.每单位时间离开小孔的分子数等于分 
子与具有面积 s 等于小孔面积的表面之间每单位时间的碰撞数.器壁每单位面 
积上的碰撞数是 P /(2 Trm 7 V /2 , 其中/>是气体压强， m 是一个分子的 质量； 见第 
五卷， §39. 因此，每单位时间流出的气体质量是 


Q =sP 


2 ttT 


(15.11 


如果含有气体的两个容器由一小孔相连通，对 /<< L 的情况，在力学平衡时 
两个容器中气体的压强 P , 和相等，不管它们的温度 r , 和 r 2 如何.如果 
/>> l , 力学平衡条件是每个方向通过小孔的分子数相等.根据 （15. 11)，这个条 
件给出 


-^ =令. （15.12) 

/f ； /7V 

因此两个相连通容器中稀薄气体的压强是不同的，它们分别正比于温度的平方 
根 （克努森效 应）. 

迄今为止我们已经讨论的是独自处于平衡的大置高度稀薄气体中的现象. 
现在让我们扼要考虑另一类型的现象，其中气体本身不是处于平衡态.例如，对 
于两个加热至不同温度并浸没于稀薄气体中的两个固体平板之间的热童传递， 
板间距离远小于平均自由程.在两板间运动的分子，相互之间几乎不经受任何 
碰撞，从一个平板反射后，它们自由地运动直至撞到另一板上.当被较热的板散 
射时，分子从板上获得一些能量，然后当它们达到较冷板时将一些能量传递给冷 
板.因而这个情况下的热传递机理与非稀薄气体中的寻常热传导机理本质上不 
同.它可用一个传热系数 K 来描述 ，（ 按寻常热导率类推）它可以这样定义，使得 


(d) 

L 


(15. 13) 


其中 (7 是每单位时间每单位面积平板所传递的热量， A 和 r 2 是两平板的温度， 
L 是它们间的距离. / C 的值可利用 （7.10) 作数量级 估计. 因为分子间的碰撞 
现在是用分子与板的碰撞代替，平均自由程/必须用两板间的距离 △ 来代替 • 
因此 


①这种现象称为泻流.——译者注. 


- 56 * 


第一韋气体动理学理论 


PJ 

K 〜議〜 ( 15 . 14 ) 

/m.T 

髙度稀薄气体中的传热系数正比于压强，和非稀薄气体中的热导率大不相同，后 
者不依赖于压强.然而，应该强调，这里的 k 不仅仅是气体本身的 性质： 它还依 
赖于问题的特定条件，也就是板间距离 [ 

一 个类似效应是髙度稀薄气体中的“黏性”，例如，气体中两块平板的相对 

运动下（再次具有 [<</) 会出现.这里的黏度 T / 必须这样来定义，使得 

F 二 t)V/L ， ( 15 . 15 ) 

其中 F 是作用于运动平板每单位面积上的摩擦力，而 K 是一个平板相对于另一 
个平板的运动速率 • 用距离 L 来代替 （8. 1】）中的平均自由程，我们有 

rj - mvNL - LP , ( 15 . 16 ) 

即，稀薄气体中的黏度同样正比于压强. 

习 题 

1 . 在初始瞬间 f = 0 ,气体占据半空间 x < 0 . 忽略碰撞，确定随后瞬间的密 
度分布. 

解 ：如果 忽略碰撞，动理方程简化为 

逆 + v • 逆=0, 

dt dr 

其通解为/=/(/对给定初始条件，我们有 

时， /=/ o (4， 时 / = ()• 

其中 A 是麦克斯韦分布.气体密度是 

N (t ， x) = ff J/ 0 ( v )m 3 dv x dv r dv z = y 1 - J^) * 

其中 

=- 7 =： [ e " v2 dy , 

Y ^ 0 

而 / v 。 是初始密度.因为已经忽略碰撞 • 这些公式实际仅适用于卜 I << z 范 
围内. 

2 . —个半径为/?的球，在稀薄气体中以速度 V 运动 • 试确定作用于球上 
的力. 

解：对 球的运动的总阻力是 

F = -y V r2 ( S+26 ^ 
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3. 一个无重量平盘的两面被加热至不同溫度7\和7\，试确定平盘在稀薄 
气体中的运动速率. 

解： 平盘的（垂直于其平面方向的）速度由下列条件求得•.作用于平盘两面 
的合力为零.它以冷面向前运动，速率 P 给出（当时）为 

厂 - T x ). 

18 、^ ; 

4. 对于完全适应情况，计算适应系数 ct 的值 

解： 每单位时间与物体表面单位面积砝撞的分子，所贡献出的能量是 

4 

f / 2 t ；^ dr ，其中/ 2 是具有温度为 r 2 的气.体的玻尔兹曼分布 函数/ 是一个分子的 

能量，而 x 轴垂直于 表面. 上述同样分子所携带走的能量（在完全适应情况下） 
可简单地通过用物体的温度 '代替 7^而 求得. 于是热流是 

9 = J (,2 - / 〖 kM 厂， 

对1;,的积分是从0至 00. 分子的能量写成6 = 弋 nl + ，其中 f irn 是内部运动 

能量.通过计算给出每个积分的值为 

jfsv x dr^^{e, n[ +27 ) =令 + 了 ) = vT {^ c r + y|- 

其中 g = c t 7V 是一个分子的平均能量•而 p = 是每单位时间碰撞到表 

面单位面积上的分 子数. 热量是在到达和离去的分子数相等，即相同^情况 
下两者之间的能 量差. 这样获得 - rj 中的系数的值是 

假设差值 r 2 -厂很小^斤以我们令乃舞乙三？ 1 . 

5. 与题4相同.但要计算的是系数/3和 y 的值. 

解：每 单位时间与物体表面单位面积砝撞的分子，所贡献动量的法向分量， 
等于气体压强的一半 • 用 p 来表达压强，我们有 

P jirmT 

—— v / ~^ r* ~ • 

2 V 2 

对于相同但不同温度 c 和 r 2 的情况，该量有不同值，其差值给出由溫度差引 
起的附加力如果 r 2 - r , 很小，我们 求得. 

?0 = p /(4 r ). 

对于0，按照 （15.6) 有凡 =/ V 4 _ 

6 . 与题4相同，但要计算的是系数6和0的值. 

解： 我们取物体在其中为静止的而气体以速度 V 运动的坐标系3 轴 为表面 
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的法向而 w 平面含有 V . 这个坐标系中的分布函數是 

/=const • expj ( v , - V ,) 2 + ( 〜-匕 ） 2 +^ 2 ] J . 

对于完全适应的情况，反射分子具有 v =0 的分布 函数； T 被假设为零. 


为计算切向力匕，我们令=0,到达物体表面的分子所贡献总动量的: K 分 


量是: 


v y v x fdr = mK r J v x fdT = mV y p , 


对的积分为从 0 至 oc • 这些分子所带走的动量的 y 分量 为零. 因此 F , 
h ,所以 


6 0 = vm = P 


2 tiT 


现在令 h #0, K =0. 直至 h 的一阶项，我们有 

mv r 

f^fo + ^ X rp fo ♦ 

其中/。是 V = 0 时的分布函数.每单位时间与表面单位面积碰撞的分子數是 


v = |>,dr 


PV 


x 


2 ^mT 


IT 


这些分子所贡献的动量的分量是 


mv，：{ + PV x Jf T 


从反弹面所反射分子 具有匕 =0的分布函数，这样归一化使得积分厂等于 
上面所确定的入射分子数 r 这些分子所携走动量的 a ： 分量是 


2irmr 


附加于压强的法向力是 F , =5。匕，其中 


P _ 尸 h liTm 
2 2 ~V 2 T 


- p M 


^ a TT \ 0 0 

2+ t = T (4 + 7r) - 


7. 一块平板在稀薄气体中以速率 I 沿自身平面方向运动，假设完全适应, 
试确定平板的溫度， 

解 ：如题 4中那样进行，我们求得携带来的能量为 

I rr . T 1 t mV^ 2 \ 

十 A+n )， 

而携带走的能量为 
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9 


令两者相等给出 


t '- t 2 


m 


V 2 




8. —个半径为的柱形管，由于压强和溫度梯度引起管道中气体流动，试 
确定通过管道截面的气体流量.气体是如此稀薄使得/>>/? ①. 在分子与管壁碰 


撞中发生完全 适应. 

解：从 具有完全适应壁反射的分子，其速率分布是 t \/ d 3 p , 其中/是麦克斯 
韦分布函数而 A ： 轴垂直于表面.如果办是一个分子的速度与％轴之间的夹角， 
我们求得所反射分子相对于其运动方向（不管它们的速率如何）的分布是 


— cos i^do; 

TT 

这个函 数的卩 3* —化是使得对平面一侧整个立体角积分后给出 

我们取2：轴沿管轴，而原点选在所考虑截面处.最近一次从管道表面各部 
分所反射的分予通过这个 截面. 距离 Z 处壁表面面元 d / 所散射分子中，反射方 
向位于所述截面对管壁表面有关点所张的立体角中的那些分子，能通过该 截面； 

因此，这些分子的数目是 d /* cos & do/ir ，对所述立体角范围积分 • 

对位于离所述截面相同距离的所有点，这个积分显然是相 同的. 因此，每单 
位时间通过这个截面的分子总教，可通过用表面环元 27 r /? dz 代替 d /, 并对管道 
的整个长度进行积分而获得；再乘以一个分子的质量 m ， 我们得到通过管道截面 
的气体的质量流率： 



cos ddo 


) 




数目 p 为压强和溫度的函教，沿管道长度 变化. 如果压强和溫度沿长度方向 （z 
方向）的梯度不太大，我们可以给出 


i/(z) =1^(0) +在 


0 


含有 1/(0) 的积分显然为零，因此② 

Q = 2mR 


dp 

dz 


zcosi^dodz* 


o 


为了完成积 、分， 我们在所考虎截面的平面中取坐标「和 W 为截面上变动 


① 这个类型的气体流动称为自由分子浼动 • 

② 俄文版将下式中的 m 误为 ir ， 同时经验算后面两个 0 的表达式中前者少了 m 而后者多了 tt ， 现 
已改正.——译 者注. 
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点 / T 离截面周界上固定点 0的距离. 而 p 为 04' 与截面半径间的夹角 （ 图 3). 
从器壁上（与位于同一母线上的 ）4 点处 I 

反射然后通过 4' 的分子，其速度与管壁在 上― ' 1 

4点的法线之间的夹角0，应使得 ! \ ! \ 


cos 


立体角元可以写成 


rcos 


+ Z 


do 


rdrd<^ 




■ : 




即，面积 rdrdp 被投射到垂直于线段 >4， 
的平面上，其结果用该线段长度的平方 来除. 


积分是在 


- tt/2 在 <p 在 nr/2 ， 0 矣 r 矣 2Rcos <p ， 

区域内实现的，结果是 

^ 8 ttw /? 3 dp 


矣 Z 冬 


最后，令 v 二 P / v ^ TimT , 我们得到 


4炉 5 -/ p 2 \ 




其中括号内的差值是在管道一段长度 L 上 / v / f 的 差值； 用差分来代替导数是允 
许的，因为 P 恆定，因而这个导数，沿管道是恒定的. 

9. 设有两个固体平面相距以相对速率 v 运动，并分别具有溫度 r , 和 
7’ 2; 假设完全适应，求固体平面之间的摩 擦力. 

解： 令平面 1( 溫度了,）为静止，而平面2在: t 方向以速率 V 运动，并令: r 方 
向为从平面1向平面2,具有速率 ' >0和 ' <0的分子分别被从平面1和平面 
2 反射； 对完全适应情况，它们的分布函数是 


27V 


mv 


2 


(27rm'p eXP l "27^ 


)， 


L >0, 


2/V 


2 


exp ( _ n ^)，' <0 , 


J 2T 2 r ’ 

其中 / V , 和乂是相应的粒子数 密度； 总密度^ = yv , + / V 2 . y 方向总流为零的条件 
给出 

/V, /7V = /V 2 /TV- 

作用于每个平面的压强为 p = i \\ t { + yv 2 r 2 ，每单位面积的摩擦力是 


^2 


mV 


j v rf d 


3 
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(TJ 2 ) W2 


1/2 + T 2 


】/2 • 


如果 I = r 2 sr ， 于是 


F 2 = - F X ^VP 



与 （15.15) 和 （15. 16) —致. 

io . 假设完全适应，试确定具有几乎相等温度7\和 r 2 的两个平板之间的传 
热系数 / c . 

解 ：对完 全适应的情况，入射到平板1上的分子具有溫度为 r 2 的平衡 分布. 
因此，从板1至板2 的能浼先 q = a Q ( l \ - T 7 ，）. 取题4的 a 。， 并由 （ 15. 13) 确定 
/ C ,我们求得 


k = a 




y / 2 TimT \ 





与 （15. 14) 的估计一致. 

11. 一个半径为 R « l 的圆盘，在气体中以速度 - V 运动，其速率 V 远大于 
原子的平均热速率 tV 试确定圆盘后面轴上的气体密度. 

解：当 1>>心时，从圆盘后表面所反射的粒子是不重要的（接近表面狭窄区 
域 除外； 见下面）.这是入射流中圆盘的“影区”问题.在圆盘为静止的坐标系中 
( 气体以速度 V 运动 )，在没有圆盘时分布函数应为 


/ 0 (矽 ） = 


/Vg 

( lumT) 


J72 ex P\ 


m(v 一 y) 2 1 
IT 


在有圆盘的情况下，在 z 轴上（图 4) 气体粒子的数密度是 



图 4 


=2tt I f f 0 (v )p 2 

0 ^0 


sin i ^ dt ^ dp , 


其中办是 《 和 2 轴之间的夹角，化是盘半径在 z 轴上观察点所张角 (tan = 
尺/ 2; 具有汐 < <的粒子被®盘所遮断）•在 [>>〜 条件下，积分给出 


yv ( 2 ) = 


N 


0 


V 


m 

2 ^T 


i 

o 


exp 


( 幻 - Vcos i^ 0 ) + ^sin 2 i^ 0 ] 


>vdv 
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其中％是远离圆盘的气体密度.对山，的积分是在 cos A 的假设下实现 


的（可以证明这个不等式也是使从后表面所反射的粒子可以忽略的条 件）. 


§ 16 动理方程的动力学推导 


§3所给出的关于动理方程的推导，虽然从物理观点来说是令人满 意的； 但 
是引起人们很大兴趣的是 ：怎样 根据理论的数学形式体系，即根据气体粒子的运 
动方程将动理'方程解析地推导出来.这种推导已由博戈留波夫 （ H . H . 
Boronio6oB( 1946)) 给出.这个方法的价值还在于下列事实，它提供一种正规步 
骤，原则上不仅适用于推导玻尔兹曼方程，而且适用于推导对它的校正，即，小 
“气态参量”——比值（以0 3 的高阶项，其中 d 是分子尺度（分子力的作用程）而 
^是分子间的平均距离.下面所给推导限于纯经典描述的单原子气体，即假设不 
仅气体粒子的自由运动，而且其碰撞过程都是用经典力学来描述. 

我们从关于气体整体作为粒子系统的分布函数的刘维尔定理 出发. 6^* 
维相空间中的这个函数，用 / WKt ,， T 2 , •••，!>)表示，其中 7 V 是第《个粒子的 
一组坐标和动量的分量： =( r a ，/? J . 假设分布函数归一化为1: 



dr a =d\ a d 3 p a . 

玻尔兹曼方程中出现的“单粒子”分布函数，通过对除一个之外的所有 
积分而 获得： 


/⑴ （“ t ,) = jy ’ Mvchv ; (16.1) 

函数 / m 也是归一化为1,我们将保留（不带上标的）记号/作为归一化至粒子总 
数的分布 函数: / = 

我们注意到（见第五卷， §3) ，刘维尔定理是由相空间中的连续性方程得出 
的推论，对于闭合系统的分布函数必须满足这个 方程： 

f {^(/(" ■乂) ++(/("^)} =0 . ( 16 . 2 ) 

汾 ^ i^ r a ^Pa J 

利用哈密顿方程 



从而得出下列 等式： 

) ■ 
dt 




(16.3) 

(16.4) 
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其中假设弋和乂通过方程（16.3)用 Ti ， t 2 ，…来表达.方程（16. 4 )表达了 
刘维尔定理的内容. 

我们将单原子气体的哈密顿函数写成下列 形式： 

X Z u ( k - 06.5) 

这里假设没有外场，并假设气体粒子之间的相互作用简化为它们的对相互作用 
之和①.于是方程 （16.4) 变成 

y ^ Uo , (16.6) 

dt - - 1 I dr a a dp a tt a dr a 1 

其中 U ab ( a # b ) 表示 U ( | r a - rj ). 

现在让我们将这个方程对 积分. 于是 ，（16. 6) 中求和的所有项 
中，仅剩下含有对广或。的导数的那些项；其它项的积分可变换成对动量空间 
或坐标空间中无穷曲面的积分，结果 为零. 因此我们有 

d / ⑴ （ m ) df { l ) ( t ； Tl ) 

-+1； • -= 

dt dr ' 

= M a /(2)( ' ， Tl ， T 2) dr 2 , (16,7) 

J dr x dp , 2 

其中 / <2> 是归一化为 1 的双粒子分布函数，即积分 


/ ( 2 ) (t ， T" 了 2 ) = J/ ( ’)div.d7> (16.8) 

(16.7) 中的因子，考虑到仅积分变景标志上不同的各项，严格地说，这类项的 
数目是，1，但这个数很大，，-1可用 j 来代替. 

类似地，将 （ 1 6. 6 ) 对 div • • d 。 积分，我们得到 



(16.9) 


其中 / (3) ( M ,， t 2 ， t 3 ) 是三粒子分布 函数. 

用这种方法继续进行下去，我们会得到几乎无穷（由于很大！）级列的方 
程②，每个方程通过 / u + 1> 来表达 / ( n > . 所有这些方程在下述意义上是严格的: 


① 后一假设具有模型性质，然而，要着重指出的是，在一级近似（相应于玻 尔兹煢 方程）下，它一般 
并不影响结果：在这个近似下，只有粒子的对碰掩发生，其它（非成对的）相互作用不起 作用， 

② 现在一般称为 BBGKY 级列方程，因为是由博弋留波夫 （ H . H . Eoro ; uo 6 oB ( !946) ) ，玻恩和格林 
( M . B _， H . S . Green ( 1949)) ，柯克伍徳 （ J . G . Kirk word ( 1946)) ，伊翁 （ J . Y von (1939)) 最初独立地推导出 

来的. ——译者注 • 
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关于气体的稀薄程度未曾作任何假设.然而，为了得到闭合方程组，就必须通过 
利用气体是稀薄的这个条件以某种方式使方程级列终止.特别是，这个方程中 
的一级近似相当于使级列已经终止在第一个方程 （16.7) ，其中双粒子函数/ (2> 
用/ ( "来近似表达.这是考虑到气体的稀薄性质，通过方程 （16. 9) 完成的. 

回到这个方程，我们将首先证明右边的积分很小.的确，函数 "（ r ) 仅在作 
用力程内，即当时才显著不等 于零. 因此，在 （16. 9) 右边积分的两部分中, 
对坐标的积分实际上仅是对区域丨。 - r , 或丨 r 3 - r 2 \^ d 的积分，或对—个 

体积〜^的区域 积分. 还要注意，在对气体整个体积 多二 .水> 3 的积分中，应该有 



( 3 > 




( 2 ) 


，我们得到下列估计量 




f 


df 0) dU, 


dp 


dr 


dr 3 


dU ( r ) df i2) d 3 


dr 


sp 


3 


由此可以看出，方程 （16. 9) 右边相对于左边含 a U / dr 的项来说，小一个比值 
( JA ) 3 , 因此可以 忽略. 方程左边的项全体乃是全导数 d / (2> / ck , 其中 r ,, r 2 , p |t 
p 2 被认为是时间的函数，它满足具有二体问题哈密顿函数 


H 


P 


2 


2 

Pi 


2m 2m 


+ "( k - q I) 


的运动方程 （16.3). 因此我们有 


， t 2 ) =0 


(16. 10) 


迄今为止，对方程所作的所有变换都纯粹是力学变换.当然，为了推导动理 
方程，某种统计假设也是必要的.这个可以表述为每对碰撞粒子的统计独立性， 
在推导§3中的动理方程时（那里碰撞概率被写成 （2. 1) 的形式，正比于乘积 
龙）实质上曾假设过.正在考虑的方法中，这个陈述当作微分方程 （16. 10) 的初 
条件.正是它导致关于时间的两个方向的不对称性，结果由时间反演下不变的 
力学方程推导出了不可逆的动理方程.气体粒子位置和动童间的关联只是在其 

籂 

碰撞期间（〜引起的，同时仅延伸至距离因此关于相碰撞粒子的统计 
独立性的假设，也是§3中早已讨论过的关于动理方程所允许的距离和时间间 
隔的根本限制的来源. 

令~为碰撞前某瞬间，那时两个粒子仍离得很远 （| r ,。- r 20 | >><其中下标 
零表示物理量在该瞬间的值）.相碰撞粒子的统计独立性意味着在该瞬间双 
粒子分布函数分解成两个单粒子分布函数/ ( "的乘积.因此， （16. 10) 从 q 至 I 
的积分给出 

/ (2) (^ t ,, t 2 ) = f ( l ) ( t 09 r lo ) f { i ) ( t 09 r 20 ). (16.11) 

这里要把 t ,。=( r , e ， p ,。） 和 t 2() =(/* 2 Q ， p 2 。） 理解为，为了使两粒子在瞬间^获得所 
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必需的坐标和动童值 r , = ( r ,， p ,) 和 t 2 = ( r 2 ,p 2 ) ，在瞬间&两粒子应具有的那 
样的坐标和动 董值； 在这个意义上，〜和〜是 t , 山和 t - t 。 的函数 （ 只有 r 。和 
依赖于和 P 2 。的值与碰撞前粒子的自由运动有关，而并不依赖于 


t _ ~的选择）. 

现在让我们转到 （16. 7) ，它将要成为动理 方程. 方程左边早已具有所需要 


的 形式； 现在我们关心的是右边的积分，它最终要变成玻尔兹曼方程中的碰撞积 
分.把 （16. 〗〗）的/ (2> 代入这个积分并在两边从/ ( "改变至 /=^ y ( "，我 们写出 


d/( t,T,) 





= C(f )， 


其中 


^> (/ ) = f ~T T~{/( ^0 » r io)/( ^0 * r 2o) }^ r 2* (16.12) 

J dr , dp { 

积分 （ 16.〖2) 中只有在 | r 2 - r , I 〜 d 的范围内，即发生碰撞的区域内才是重要 
的.然而，在这个范围，我们（在这里所考虑的一级近似下）可以忽略/对坐标的 
依赖 关系； 因为/仅在距离 L 上才发生显著变化乂是问题的特征尺度，它总之远 
大于乂因此，如果为了使分析和公式稍微简化些，我们将研究空间均匀的例子， 
即假设/不依赖于坐标，碰撞积分的最后形式将不改变.立即可以注意到，函数 
/( t 0 ，/> m ) 和 / U , p 2 。） 中（通过 r ,。 ⑺和 r 2 。⑺）对时间的显式依存关系，因此也消 


失了 • 

我们可以利用 （16. 12) 的被积函数括号中的表达式是运动积分的事实（正 
是像 （16. 11) 中所显示的那样），来对被积函数进行变换；显然与此无关，固定瞬 
间心的动量值和 P 2 D 按定义已经是运动积分.同时注意到上面所提及的它们 
不显含 t 的事实，我们有 


dt 


y ( ， pio)/(’o，p 


20 





d d ^^12 

dr 2 — dr t dp t dr 2 


d 

dP 


2 


，p 〗0 )/(’o ， p2o) = o. 


(16. 13) 


由此，我们将对 P , 的导数通过对 L , r 2 和 P 2 的导数来表达，并代人 （16. 12). 当将 
积分变换到动 ft 空间中的面积分时，含有3/印 2 导数的项消失.于是我们求得 


C ( f ( t fPl )) = jv r • ^{/( t 0 , p 10 )/( ( 0 } d \ dVa , (16.14) 

其中用了两粒子的相对速度 L - ，并考虑到/>,。和 p 2 。 （因而括号中的整个 

表达式）仅通过差值 r = L 而依赖于/•，和 G 的事实 • 用2轴沿 v f 的柱面坐标 
z , p ,< p 来代替 r = (^ u ) ,注意到 • a/ar =：*^/如,而对 cb 积分后将 （16. 14) 变 
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换成& 

C (/0， P ,)) = f {/ Oo ， P lo )/(~， P 20 )} v t pdpd ( p ^ p 2 , (16. 15) 

J I B 00 

现在我们忆及。是（在时刻 Z 。） 粒子的初始动量，而在最后瞬 间/具 
有动量/>,和/^ 2 这个事实.如果在最后瞬间2=4 = -00,很显然在初始瞬间 

粒子相互离开得“甚至更远”，即 ，一 般没有碰撞.换句话说，在这个情况，初始动 
量和最终动童是相同的 

PlO » PlO -Pi ( z = - 00 )• 

如果 z ：= + 00 ，/ 1,。 和作为对碰撞的初始动量，该碰撞给出粒子动童为 A 和 P 2; 
在这个情况，我们写出 

PlO =p\(p) » P20 =P f i(p) (Z=+oo). 

这些量是坐标 P 的函数， P 起碰撞参量的作用，乘积 

pdpd(p = dcr 

是经典碰撞截面. 

最后，还要注意到函数/(~ ，/ ^)和 /( Q ，/ ^ 2 。）对~的显示依存关系在这个近 
似下可用对 t 的同样依存关系来代替. （16. 11 ) 的正确性仅要求满足不等式< - 
t 0 >>"〖：在瞬间 /。， 粒子间距离必须远大于力程凌然而，差值£ 应这样选 
择，使得还满足卜 t 。 <<£/!;的条件，其中/是平均自 由程； 比值 // D 是平均自由时 
间，它正好是确定分布函数的可能时间变化周期的特征量.因此，分布函数在 
Z - 期间的变化比较小，而可以忽略. 

根据这些考虑，我们得到积分 （16. 15) 的最终表达式为 

c (/( lp ,))= I { f ( t y p \) f ( t y p \) - /( t )/( t , p 2 ) } v r dad 3 p 2 f (16. 16) 
它与玻尔兹曼碰撞积分 （3. 9) —致. 

§ 17 考虑到三粒子碰撞的动理方程 

为了求得对玻尔兹曼方程的第一校正项，我们必须回到§ 16中这些项被忽 
略之处，并通过计及气态参量的高一阶项以增加计算准确度.首先 ， U 6. 9) 中曾 
经省略了含有三粒子关联/ <3> 的项，因此三粒子碰撞不在考虑 之列. 而且，在将 
碰撞积分 （16. 12) 变换至最终形式 （16. 16) 时，我们忽略了分布函数超过距离 
〜 d 和时间〜范围以外的 变化; 对碰撞从而被认为是发生在单一点上的“局 
域”事件.现在我们必须考虑到这两种本源的校正 ：三粒 子碰撞以及对碰撞的 


①极限±»要理解为距离远大于 d 但远小于平均自由程 /( 如果照字义来 宥待. 结果会为零, 
因为在气体所占据区域之外 出 现这种情况是由于从 （16.12) 变为 （16. 14) 时应用了方程 （16. 13 ) t 
啲该方程仅在粒子经历下一次碰撞前才是正确的. 
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“非局域性”. 

在一级近似下，方程级列终止在第二个方程，它把/ (2) 和/ (3> 联系起来.在 
二级近似下，我们必须探究第三个方程，它把/ (3> 和/ (4> 联系起来，以类似于一 
级近似在（16.9)中省略/ (3> 项的方式省略掉/ <4) 项.于是方程变为 

去 /(”( UW 3 ) =0, (17.1) 

相当于早先对/ (2) 的方程 （16. 10) ; 假设 （ n . 1) 中的变量 T ,， t 2 , t 3 在三体问题中 

按照运动方程随时间而 变化； 再次假设粒子间的对相互作用®.利用碰撞前粒 

子的统计独立性， （17. 1) 的解是 

, T 2 , T 3 ) = f O ) { t 0 , T ] 0 ) f { l ) ( t 0 , T 20 ) f il ) ( t 0 , T 20 ). ( 17.2) 

这里的量^>,'。（《 = 1,2,3)具有像（16.11)中那样相同的意义，“=。（以。， 

是粒子在时刻 t 。 必须具有的坐标和动童值，以便在时刻 t 达到相空间 
中特定点 T ,， T 2 ， T 3 •与 （16. 11) 的唯一差别是，现在 Tw = (/• 00 ,/^)是三体（而非 
二体）问题中的初始坐标和动量，假定这个问题原则上已解出氣 

为了写下和变换后继的公式，方便的是定义一个算符元 23 ，它作用于变量为 
t,,t 2 ， t 3 (属于三体问题中三个粒子）的函数，其结果是使这些变量按照下列方 
式 

r a^ r a = r «0 + ~( 1 -Q ) ， 

m 

Pa-^Pa =PaO ( 17 * 3 ) 

变换.类似地，算符将作用于变量 T ,， T 2 (属于二体问题中的两个粒子）的函 
数而导致这种变换.变换 （17. 3) 的一个重要性质是，对于时间>>心6,它 
不再与时间 有关. 的确，对于这种 f -^，粒子相离很远，以恒定速度0^0 =/^//71 
自由运动， Q 的值随时间的变化为 const - I ；。。。- ~),在 （17. 3) 中失去了对时间 
的依存性.而且，如果粒子间没有相互作用，变换 （17. 3) 会化为恒 等式： 在不论 
何时总是自由运动的情况下，右边恒等于左边.根据同样理由，如果粒子中的一 

个，例如粒子1，并不与粒子2和3发生相互作用，则$, 23 曰毛 3; 箅符 L 和 L 于 
是简化为 1. 因此，很显然，如果三个粒子中任何一个并不与其余两个发生相互 
作用，算符 


① 与一级近似大不相同（比较63页的脚注①），这个假设对处理方法的一般性设 ft 了一些限制，因 
为在三体碰掩中可能有三体相互作用效应（即在哈密顿函数中形式为的项的效应）它 

并不能简化为对相互作用 • 

② 当然，实际上对于三体问题，仅在例如硬球的少数悄况才能给出解折解 
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^123 = ^123 - 5 |2 - 5 |3 - S 23 +2 (17-4) 

为零.换句话说，这个算符把归因于所有三个粒子相互作用的部分从函数中分 
-离出来（而作为特例，三体问题也包括对相互作用，第三个粒子处于自由运动）. 

利用算符& 23 ，（17.2)变成 

/ ( 3 > ( ，山 ,T 2 ， T 3 ) = S {2 y / il ) ( t , t 0 , T i ) X 
x , n ( Mo ， T 2 ) / ⑴ 0“ o ， T 3 ) ， 

其中 

(/ m 中自变量 r 的移动补偿了归因于算符的相应移动） • 

双粒子分布函数/ <2) 通过将函数/ (3) 对变景心积分求得，而/ (3> 对 tv 和 
的积分给出分布函数/ ( ": 

f (2) ( t , r l , r 2 ) = |/ (3) ( t , r x , r 2 , r 3 ) dr 3 , (17.7) 

/ (1) ( - J / <3) ( f ， T " T 2 ， T 3 ) dT 2 dr 3 . (17.8) 


(17.5) 

(17.6) 


随后 ii 算的目的是要通过从这两个方程（用（17.5)的/ (3> )消去/ ( "，从而以所 
需准确度将/ <2> 用/ ( "来 表达. 然后，将这个表达式代入（16.7)，它本身是严格 
的，我们得出所寻求的动理方程. 

为实现这个程序，我们首先对积分 （ n . 8) 进行变换，用 （17. 4) 的算符6 123 

来表达 （17. 5) 中的算符元 23 .注意到（基于分子总数守恒的）显然 等式： 

J / ⑴。 , r)dr = |/ (， ) “ 0 ， r)dr = 1 , 

J ⑴ （“， ⑴ （《，， 0 ， T 2 ) dr 丨 dr 2 =1， 

我们得到 

/ ( "(“ r ,) = f ⑴ （ t ， t 0 ， Ti ) +2 J l ( S I 2 - l )/ ll ) ( i ^ 0 , T I )/ (1) ( r ^ 0 , r 2 )} dr 2 + 

+ I i 6| 23 / ⑴ （ dh ) / ⑴ （ Mo ， t 2 )/^( G^TjMdTidTV (17.9) 

这个方程可以用逐步求近法进行求解，记住 - I 是一阶小而是二阶小；与 

(16.9) 右边的估计进行比较.在零级近似 ，广 =/,">(£, r ,). 在其次 
两组近似， 
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/( n ( m ) =/("(/，0 -2 f |( S 12 - l )/ (,) (^ r 1 )/ 


⑴ 


) | dr 


J i [ ^123 - 4( 足 2 - 1 ) (S 13 + S 23 - 2) ]/ 


⑴ 


)/ l "(“ T 2 )/ ⑴ G , T 3 ) tdT 2 d Tv 


现在还需把这个表达式代入 （ n . 5), 然后代入 （17. 7), 并且仅保留不高于二阶 


小〜 （ 心- 1 ) 2 和〜的项.最后结果是 


( 2 ) 


=5 12 /⑴ （/， r 〗)/("( z ， r 2 ) + 




17.10) 


其中 


rv /V /s Ay 


123 = ^123 "" 5, 2 S 13 一 S i2 S 23 + 5, 2 . 


(17.11) 


A A. 


必须强调 s 算符在其乘积中的次序是值得注意的.例如，算符 s , 2 s 23 首先作变量 
变换 T ,， T 2 , r 3 — ► T , ，子 2( T 2 ，。）〒 3 ( T 2 ， T 3 ) ，函数六 ,3( h ，。） 应 由相互作用着的粒 
子 2 和 3 的运动方程确定；然后变童再经受变换 T , , r 2 , r 3 — ► T , ( r ! , t 2 ), 
t 2 (t,,t 2 ) ， t 3 ，现在其中函数 t ， 2 ( r ,, t 2 ) 由一对相互作用着的粒子 1 和 2 的运动 
问题来确定. 

现在将 （17. 10 ) 代入 （16. 7) 并到处将函数 / m 变换至/=>7 ( "，我 们求得 
下列形式的动理方程 ® 




咖， T ,) 

ar , ~ 


= C (2> (/) 


(3) 


(/), 


(17. 12) 


其中 


( 2 ) 




叫 2 d 

dr, dp 


{S ]Z f(t,r i )f(t y r 1 )}dr 2 , 


(】7, 13) 




(17.14) 

这里第一个是对碰撞积分，而第二个是三体碰撞 积分. 让我们更详细地考虑它 
们的结构* 

两个积分中，被积函数都含有在空间不同点取值的函数 /• 在对碰撞积分 
中，要把这个“非局域性”效应分开作为对寻常（玻尔兹曼）碰撞积分的校正•为 
此，我们将被积函数中（在距离〜^范围内）慢变的函数/以 G 的幂展开. 

因为被积函数中的这些函数之前有算符义 2 ,让我们首先考虑量元川和 


①推导对玻尔兹曼方程的校正项的方法，早已由博戈留波夫 （ H , H . Boro ; uo 6 OB (1946) >指出，后来 
格林 （ M . S , Green ( 1956)) 首先给出这些项的最终形式. 
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算符 L 将变量和 G 变换成怎样 的量. 在二体问题中两个粒子的质心 


^-( r , + r 2 ) 均匀地 运动； 因此算符元 2 使这个和不变化.从而我们可以写出 


A 


A 


S {2 r l = 5 |2 


广2 


r 2 


r 2 


2 


2 


2 


2 


^ 12 ( r 2 ^ r i ) 9 


A 


S l 2 r 2 = + 


r 2 


A 


2 


2 


S , 2 (厂 2 -M 


现在，展开函数 


■A 


A 


Si2 /( 《，广 l，Pl ) = /( 名， S|2 广 1，PlO ) ， 


a 




为 


^12 f ( ^ r 2 >Pl ) ^ ^^ I 2 r 2 ^Pio) 

的幂直至一阶项，我们得到 

C i 2) ( f ) : C ( 0 2) ( J ) + ci 2> ( y ). 


其中 


C /(，， r , , p ,)) = J 

l7) 1 r dU 


3"12 d 

■ ■ ■■■__，， • ___■ I 

dr } dp x 


(11. 15) 


*LA 广，尸 1 ，/ ^10)/( ’， ’2 yp 20 ) } dT 2 ， （17.16) 


•佘卜 2 


)^ '，厂 1，PiO )/( ’ ，尸 2，/ ^20 ) 

dr . 


/( 


d 


Pio ) 《，广 1 yPio ) ^ f r i ，/ ^20 ) 二 •/( ’， r i ^P\o ) • S 12 ( ^2 "■ ^1 ) f ^ r 2 


dr 


dr ； 


A 


(17.17) 

对 r , 的导数是在恒定 /^。或/> 2 。下取值. 

积分 （17. 16) 与 （16. 12) 相 同①; 在§ 16中曾经阐明，怎样（通过完成对空间 

坐标的三个积分之中的一个而）将这个积分化至寻常的玻尔兹曼 形式. 

现在让我们考虑三体碰掩积分 （17. 14). 为了使这个积分中包括“非局域 
性”，应该要超过所假设的准确度，因为积分本身是小 校正. 因此，在三个函数/ 
的自变最中，所有径矢 r ,， r 2 ， r 3 都被取作为相同的 r , ,而且我们必须假设算符 


見 23 并不作用于这些变量 上②： 

^ (3) (/(^ r . ，尸 1 )) = 

= ~j j ， P 2 )/( 。。 ,p 3 )}dT 2 dT3. (17.18) 


① 表达式 （17, 16) 与 （16. 12) 的差别在于函数 / 的自变最中的〜用 f 来 替换， 然而，替换后反正一 

样有 （16. 13) 右边的等式，因为对 q ， r 2 的依赖性仅通 过# 1() 和 p 2() 而进人，而后者是运动积分 • 

② 为了避免误解必须强调，这些简化并不意味着被积表达式不再依赖于6和 r 3 , 对这些变量的依 
存性通过 s 算符仍然出现 ，s 算符 将动贵汽变换 成函数 , r 2 f r 3 9 p t y p 2 ， p 3 h 
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其次让我们稍微详细地来考察算符义 23 的结构，以便阐明积分（口. 18) 所考虑到 
的碰撞过程的性质. 


首先，当三个粒子中任何一个与其余并无相互作用时，算符/?, 23 (像 （ n . 4 ) 

中的算符& 23 —样） 为零. 然而，对 « 123 ^ o 的那些过程不仅包括字义上的三体 
碰撞，而且还包括几个对碰撞的组合. 

在真三体碰撞中，三个粒子同时进入“相互作用范围”，如图 5 a 中图式所 


示. 但是算符見 23 对于下列这样的“三体相互作用”也不为零，这种相互作用包 
括三个连续的对碰撞，并且有一对粒子互相碰掩两次，图 5 b 中图式所示是这种 

过程的一个例子（对此5,3=1使得不仅如此，算符疗 |23 还 
考虑到这类情况，那是三个碰撞中的一个（或多个）是“虚设的”，即仅当任何真 
实碰撞对粒子路径的影响可以忽略时才发生的情况.图 5 c 中显示一个例子，那 
里碰撞1 - 3 仅当粒子3的路径不受它与粒子2的碰撞的影响时才会发生②（对 

于这个过程，元 23 = U 23 ，但是元 〆 1 ,所以元 23 = - S l 2 S 13 +5 l2 ). 



图5 

如同在§ 16中对积分 C 〗 2> 进行变换那样，三体碰撞积分中同样能完成对坐 
标的六重积分之一，因此经变换后，相互作用势仏 2 不再显式地在公式中出现③. 


① 同时，算符与算符 f l 23 不同！）对所有两个对碰撺的序列为零.例如，对于由碰撞 2-3 和 

1-2 组成的过程，我们应该有& 23 = U 23 , S I3 =1， 所以心 23 =0. 

② 注意到 S 算符作用的意义，我们必须按逆时间追随粒子路径. 

③ 格林的一篇文章 （ M, S. Green,Phys. Rev. ,136A( 1964) ,905) 中完成了这种 变换. 
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§18动理系数的位力展开 

在§7和§8中曾经表明，热导率和黏度不依赖于气体密度（或压强），是由 
于仅考虑分子间对碰撞的结果.对于这类碰撞，碰撞频率（即一个给定分子每单 
位时间内所经受的碰撞数）正比于密度/ V ，平均自由程 /oc 1// V ， 而因为 ry 和 / c 正 
比于/ V /，所以它们不依赖于 i 当然，这样获得的 化和 仅是这些量的密度幂 
展开式（称为 位力展开式） 中的首项.在髙一级近似中，已经有形式为 

/c = /c 0 ( 1 + aNd^) , 17 = 7； 0 ( 1 (18. 1 ) 

的密度依存关系.其中^是分子尺度量级的参量，而 a 和 )8 是最纲为1的常数. 
这些一级校正具有双重来源，反映在动理方程的校正项 C (3> 和 < 2> 中.三体碰 

撞（其频率正比于/ V 2 )使平均自由程减小.而对碰撞的非局域性造成这样一种 
可能性，通过某表面的动量和能量传递，也可在碰撞粒子并未实际通过表面的情 
况下 实现: 粒子逼近距离~ A 然后分离开，仍处于表面两侧.这个效应使动量流 
和能量流增加. 

应用更准确的动理方程 （17. 12) 对热传导或黏性问题的解，要以§6— §8 
中早已描述过的同样方案为基础.我们寻求形式为/=/。（1 + AV 70 的分布函数， 

其中/。是局域平衡分布函数，而 l / r 〜 // L 是一小校正.三体碰撞积分 (3> ，与 
C ( 0 2) •样，对函数/。来说，其值为零.因此，我们必须保留其中带 AT 的项，所以相 

对于玻尔兹曼积分 C (2> 来说，积分 C (3) 是相对量级〜 （ d / P ) 3 的校正.然而，在积 
分 < 2> 中，它含有分布函数的空间导数，只要取/=/。就足 够了； 在这个意义上， 
项 < 2> 应拿到方程左边，那里它给出同一相对量级~(心” 3 的校正.因此，动理 

方程中的两个附加项 c (3) 和 c ! 2) 给出同一量级的贡献①. 

为参考起见，对于气体的热导率和黏度，用（半径为^的）硬球模型求解更 
准确的动理方程的结果是 

k = k 0 ( 1 + 1 . 2 Nd 3 ) ， rj = 7 j 0 ( I + 0. 35 Nd 3 ) , (18.2) 

其中％和仇是 § 10, 习题 3 中获得的值 （ J . V , Sefiger 9,196<3)®. 

通过对动理方程作出（由四体碰撞等引起的）进一步校正，原则上还有可能 
确定动理系数位力展开的后续项.然而，重要的是要注意到，这些项将会含有 /V 
的非整 数幂； 函数 WA 0 和 T 7(； V ) 在点~=0被发现为非解析的.为阐明这个行 


① 这个论据消除了可能引起的任何误解，因为积分 Cf 2> 包含 c (3> 中没有的导数 a // dr ~// i ， 由于 
这点，似乎两项会给出不同数最级的校正. 

② 相应计算非常费力，在理论物理讲义，第九卷 C , 动理学理论 [Lectures in Theorelical Physics , Vol . 
IX C , Kinetic Theor >( ed . by W . E . Brittin)，Gordon & Breach , New York , 1967 中森杰斯 （ Sengers ) 的一篇 
文章中可找到其计猝进程的阐述. 
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为的来源，让我们考虑理论中出现的积分的收敛性 （ E . G . D . Cohen J ^ R ^ Dorfman , 
J. Weinstock , 1963 ). 

我们来研究 （17. 10) 中的积分，它确定三体碰撞对二粒子分布函数的贡献. 

积分的收敛特征对于算符 & 23 所考虑到的不同类型碰撞过程是不同的 • 让我们 
用图 5 b 中那样的过程作为一个例子. 

积分是在给定相点 t , 和 t 2 下对相体积<^ 3 求 积的. 留作最后一个积分变爱 
的是粒子 3( 在时刻 G 离2 -3 发生碰撞点的距离 r 3 . 在这个最后积分过程之前， 

被积表达式将包括下列因子：（1)对变量~的体积元 4 dr 3; (2) 如果我们按时间 
反演追随粒子3的运动，要能够使碰撞3 - 2 发生，粒子3的动量 仏的方 向很显 
然必须位于某个立体角元内，也就是碰撞区域在距离 r 3 处所张的角，给出一个因 
子 d 2 A 〗 ； （3) 另一个这种因子来自下述情况 ：要求 “反冲”粒子2进入与粒子1 
的碰撞范围，这个条件对动童可能方向强加的进一步 限制. 因此我们得到形 

式为 J " dr 3 / r 〖的积分，积分限取为从到 * ，它显然是收敛的.类似地可以证 

明，对于其它类型碰撞过程，积分的收敛性甚至 更快. 


4 12 3 



图6 

四体碰撺的贡献在 （17. 10) 中能用类似形式的积分来表达，也是在给定 r , 


和7 2 下对粒子3和4的相空间求积. 

让我们考虑图 6 所示类型的四体 碰撞. 我们再次将距离 r 3 留作最后一个积 
分 变量. 与前述估计的差别在于这里的被积表达式中存在对心 4 的积分.显然， 
这个积分给出的贡献正比于1 _ 4 之间的碰撞截面， B 卩， - d \ (1 -2 之间的第二 
次碰撞，像以前一样，会保证限制其积分范围按/> 3 的方向. ） 于是根据量纲考虑， 


显然，对的积分引进童级为 fr 3 d 2 的附加贡献•对 dr 3 的积分结果为 f dr 3 / r 3 

形式，即，在上限为对数发 散的. 在某一距离4处截断积分，我们得到函数/ 
⑺中的一个贡献，它含有大对数 In ( A / d ), 这个对数也相应地出现在对动理系 
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数的校正中，它结果不是正比于（/ V /) 2 而是正比于（剎 3 ) 2 111(]/外 

发散项的出现意味着不能把四体碰撞与所有那些更高阶（五体等）碰撞分 
开来单独处理.的确，发散表明大 r 4 是重要的.但是即使当 r 4 〜/时，粒子4能与 
某个粒子5碰撞，等等.消除发散的方法，因 Ifn 是很清楚的 ：在对 / 
<2) U ， t ,, t 2 ) 的表达式中，我们必须考虑到与所有各阶碰撞有关的项，保留每阶 
中的最快发散积分.这种求和可以实现，并具有可预见到的 结果： 对数中的任意 
大参量 A 用平均自由程的数童级/〜 1/ AW 2 来代替 0). 

因此，动理系数的展开式具有形式 

k = k 0 1 + ot'Nd ， + a 2 ( Mi 3 ) 2 ln + •••]， (18.3) 

对于 T 7 有类似结果. 

§19平衡气体中分布函数的涨落 

动理方程所确定的分布函数（在§ 19和§20中将用/表示）给出相空间体 
积元 d \ dr 中的平均分 子数； 对处于统计平衡的气体 ,7( r ) 是玻尔兹曼分布函 
数 A (6.7) ,不依赖于时间 f 和（如果没有外场时）不依赖于坐标 r . 很自然会出 
现关于严格微观分布函数 /(£， r , 厂） 的涨落问题，即当气体粒子按其严格运动方 
程运动时，/随时间变化进程中所经受的涨落问题 

我们定义涨 落的关联函数 （或者更简短所谓 关联） 为 

<8/( f M r M r ,)5/( f 2 , r 2 , r 2 )), (19.1) 

其中 bf 小 7. 在平衡气体中，这个函数仅依赖于时间差^ = ^ 求平均是在 

固定差值下相对于时间 q 和 G 之一取的.因为气体是均勻的，坐标^和~在关联 
函数中也是作为差值 r = r , - r 2 出现. 因此我们可以任意取 V 和 6 为零，并写出 
关联函数为 

<5/(^^^,)8/(0,0,^ 2 )). (19.2) 

因为气体是各向同性的，这个函数对 r 的依存关系事实上化为对绝对值 r 的依 
存关系. 

如果函数 （19. 2) 为已知，则其积分给出粒子数密度关联函数 

<8^(/, r )8/ V (0,0)> = | <8/( r , r t )8/(0,0, r 2 )> ar , dr 2 . (19.3) 

对远大于平均自由程/的距离 r ， 密度关联函数可通过涨落的流体力学理论计算 
( 见第九卷，§ 88) ，而对距离 r ： s / 则需要应用动理学处理方法 • 


① 见下列文献： K . Kawasaki 9 L Oppenheim , Phys . Rev .，139 A ( 1965 ) • 1763. 

② 这个问题是卡多姆采夫 （ B. KajioMueB( 1957)) 首先讨论的， 
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直接根据定义 （19. 1) 明显看出 

<5/( f , r , r ,)5/(0,0, r 2 )> =<8/( - r , r 2 )8/(0,0, r ,)>. (19.4) 

关联函数也具有很深刻的对称性，它对应于时间反演下系统的平衡态的对称性. 
时间反演过程用较早时刻来代替较后时刻 t ， 间时还用反演的广值代替厂 

值.因此，所考虑的对称性可表达为下列 等式： 

< S /( t , r , r ,)8/(0,0, r 2 )) =<8/( - f , r , r ；)8/(0,0, rl )>. (19.5) 

出/=0时，函数 （19. 2) 把同一时刻相空间中不同点的涨落联系起来.但是 
同时涨落之间的关联仅传播粒子力程量级距离，而在所考虑理论中这个距离认 
为是零，所以同时关联函数变为零.必须强调这个结果是由于考虑的涨落联系 
于平衡态的性质.在§ 20我们将看到在非平衡情况下同时涨落也是关联着的. 

在非零距离上没有关联时，同时关联函数化为 S 函数，其系数是相空间中一 
点处的方均涨落（比较第九卷， §88). 在处于平衡的理想气体中，分布函数的方 

均涨落等于分布函数本身的平均值（见第五卷，§ 113) ;因此， 

〈5/(0,/■，厂,）8/(0,0，厂 2 )> =/( 厂 ,） S (厂 ）8( 厂，-厂 2 ). (19.6) 

不同点涨落之间的非同时关联，即使在忽略分子尺度的理论中也会出现. 
这一关联必然产生是显然的，因为某个瞬间在相空间中某点参与涨落的粒子，在 

泰 

任何随后瞬间已经是处丁其它点了. 

对关联函数的计算问题，不能以一般形式求解，但可以化为特定方程 
的解.为此，需要忆及准定态涨落一般理论的以下命题（见第五卷，§ 1】8和 
§119). 

令为平均值等于零的涨落量.我们假定，如果系统处于非平衡态，具 
有\的值超出其平均涨落的极限（但仍很小），则系统趋向平衡的弛豫过程可用 
线性“运动方程”描述： 



A 


ab 


带有恒定系数 A a 6 . 因此我们可以断言\的关联函数满足类似 方程: 

去 ('⑺ \( 0 )> = - X A ab(^b(O x c(°)) y 1 >°» 


(19.7) 


(19.8) 


(19.9) 


其中 c 为自由下标.对《>0求解这些方程，根据对称性质， 

〈 M ，) 欠6 ( 0 )〉 =〈M -0戈“ 0 )〉， 

它是关联函数定义的结果，于是我们氺得对 f < o 时函数 的值. 

在现在的情况下 ，运 动方程 （19. 7) 由对平衡分布函数 T 7 的小增 fi 5/ 的线性 
化玻尔兹曼方程描述.因此分布函数的关联函数必须满足积分微分方程 


(含•含 - ’,)〈5/( W ') S /(0,0， r 2 )> =0 ， f >0, (19. 10) 


其中是作用于其后函数中变童 厂 上的线性积分算符: 
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/.« r ( A ) = } w ( r l 9 r ； r lf r )[ f \ g \ +7、， -7' g '- 

-/ g]d 厂 d 厂; dr . ( i 9. il ) 

(19. io ) 中变 s 厂 2 是自由变量.用作方程初始条件的是 f = o 时关联函数的值 
(19.6) ;而在£<0时的关联函数以后取决于等式 （19. 4)( 而条件 （19. 5) 是这些 
结果所自动满足的）.公式 （19. 10)， （19. 11) 和 （19.4) 构成一组方程，原则上足 
以完全确定关联函数. 

通常感兴趣的不是关联函数本身而是其相对于坐标和时间的傅里叶变换， 
由 （ s /, s / 2 u 表示，其中下标1和2指自变量厂 ，和 厂 2: 

x 

(S/,S/ 2 )^ = I dtj (8/(f,r,r i )8/(0,0,r 2 ))e- i(A r - wO d^, (19.12) 

— » 

称为涨落的谱 函数或谱关联函数. 如果一个涨落函数展开为相对于时间和坐标 
的傅里叶积分，其傅里叶分量乘积的平均值与谱关联函数由公式 

〈8人*(厂 ,）&/“,（ 厂 2 )> =(2 iryh ( co ^ co , ) b ( k ^ k f )( bf l h /2)^ (19.13) 
相联系（见第五卷， §122). 

容易推出这样一个方程，它原则上允许确定涨落的谱函数而无需预先计算 
时空关联函数. 

将 （19. 12) 中对 t 的积分范围分成两部分（从 - oc 至0和从0至 * ) 并应用 
(19.4), 我们有 

( S /, S/ 2 ) wA =(8/,8/ 2 )：； ) +(8/ 2 8/,) ( / w U , 09.14) 

其中 

00 

( S /,5/ 2 )^ +) = j dtj 〈5/(【， r ， 厂,）8/(0,0,厂 2 )> e- i( *. r ，)dV (19.15) 

0 

我们对方程 （19. 10) 应用单侧傅里叶变换 （19. 15). 同时将包含对£和对 r 导数 
的项作分部积分，并考虑到当 r — 00时和当 ^ oo 时关联函数必须趋于零而当 
/=0时必须由 （19. 6) 给出这个事实.结果得到所寻求方程为下列 形式： 

[ i(/r 1,-如）=/(尸 ,）5( 厂， -厂 2 ). (19.16) 

如果我们仅关心气体密度的涨落，而不是关心分布函数本身的涨落，将方程 
(19. 16) 对 dr 2 进行积分是适 当的： 

[ i(k -v - a ,) -/ HB / CDS / V )!；' =/( 厂). 09.17) 

所寻求谱函数（5妒）^可由这个方程的解通过一重积分求得，而不是如 （19. 3) 
中那样要通过二重积分求得. 

求 （5/ V 2 ) wA 的另一方法根据于密度关联函数与对形式为 

U(t 9 r)=U^ 


(19. 18) 
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的弱外场的响应率之间的关系（见第九卷， §860)). 如果这个场引起密度变化 
为 

(19.19) 

于是（根据第九卷的 （86. 20)), 密度的谱关联函数在经典极限下是 


(8 JV 2 ) 


2 T 


Ima( a) % k). 


令 5/( f ， r ) 为同一场引起的分布函数的 变化； 它满足动理方程 


^ f +v •嗖•逆 = / V . 

dt dr dr dv 


&/( t ， r ， 厂）的傅里叶分量写出为 

人 * ( 厂）=1“（厂) " W * ， 

在其中将外场分离成为一个 因子. 于是对的方程是 


[ i (^ k 9 v 一 0 )、一！ ( /^) 


=潢 • S 


通过对这个方程的解的一重积分，给出所寻求的谱关联函数 


( S / V 2 ) 


2 T 


Im 




(19.20) 


(19.21) 


(19.22) 


习 


题 


1. 对处于平衡的单原子气体，在忽略碰撞的情况下，确定其密度关联 函数. 
解：对 于单原子气体，量厂是动量 P 的三个 分量. 方程 （19. 10) 对 f , = 0的 

解是 

<S/(^^^,)S/(0,0,p 2 )> =/(p,)5(r-v - P2). 

而其傅里叶分量是 

(S/, S/ 2 ) =2tt/(p, )8(p, -p 2 )8(a> -A ： • i;,). 

将这些表达式（用麦克斯韦函数 7) 进行积分，给出密度关联函数为 


3/2 1 . 

〈5/ V (，， r )5 W (0,0)〉=^( 2 ^) 7 _eXP ( 


2 


mr 

2 Tt 


(1) 


( 2 ) 


2. 与题 1 相同，但考虑到碰撞，碰撞积分形式为 /# = - g / r , T 为恒定时间. 
解 ：方程 （19. 16) 化为代数方程，由此我们确定 （ S / J / 2 ) i * +> ，然后由 （19. M ) 


求得 


①应着重指出，这个关系仅在平衡情况下才存在 • 
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( S /,8/ 2 ) w * 


^ rf ( p ,) 


5(Pi —A). 


(3) 


1 + T 2 (k • V , - (O) 

我们注意到，甚至少量碰撞的存在，也改变了高频（0> >> 鉍，对于具有相速度远 


大于分子热速度的涨落）下密度谱关联函数的漸近行为： 

( ^ = 2 N / t ( o 2 , (4) 

即关联函数按幂律而不是如 （2) 中那样指数式地随频率增加而 减小. 


§20非平衡气体中分布函数的涨落 


令气体处于非平衡定态，具有某种分布函数 /( /\厂）满足动理方程: 


v 




( 20 . 1 ) 


函数/可能对平衡分布函数 A 有很大偏差，因而不能假设碰撞积分 c (7) 相对 
于差值 T 7 -/。 为线性化的.非平衡定态在气体中必须通过与外界相互作用而维 


持 ：例如 ，气体可能具有靠外源维持的温度梯度，或者它可能作定常运动（它并 


不归结于气体整体的运动），等等. 

让我们设法计算分布函数 yu , r ， r ) 相对于 /( r , r ) 的涨落.这些涨落又可 
通过关联函数 （19. 1) 来描述，其中求平均是以通常方式在给定差值下 
相对于时间完成的，而关联函数仅依赖于然而，由于分布 7( r ， 厂）的非均匀 
性，现在关联函数分别地依赖于坐标和 r 2 ，而不是仅依赖于其差值.性质 
(19.4) 现在变成 

<8/,(08/ 2 (0)> =<8/ 2 ( -08^(0)), . (20.2) 

其中 

/, (0 S / U , 厂,，厂 i ) ， ,2(0) E /(0, 2 , 尸 2 ). 

可是关系式 （19. 5) 涉及时间反演，一般并不适用于非平衡情况. 

分布函数的关联函数仍然满足同样的方程 （19. 10)： 


(丟 +«■ •☆-/')〈从(价/ 2 (0)〉=0， （20.3) 


其中 /' 是线性积分算符 （19. 11), 它作用于变 fit / V ①关于这个方程的初条件 
问题，即同时关联函数的形式，比平衡情况下要复杂得多，后者简单地由表达式 
(19. 6) 给出.在非平衡气体中，同时关联函数本身是由某个动理方程确定的，而 
后者的形式可以利用关联函数与§ 16所定义的双粒子分布函数/ (2) 之间的关 
系来确立.定态时，函数7 (2> (|^ ，厂 t ; r 2 ，尸 2 )，跟 /( r ， 厂） 一样，并不显式地依赖 

于时间. 


①在非平衡情况下应用这个方程应归于拉克斯 （ M . Lax ( 1966 )). 
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为推导这个关系，我们注意到，因为相空间体积元 d T = d \ d 厂是无穷小，能 
同时处于其中的不过一个粒子.①因此平均数也是一个粒子处于体积元 d T 
中的概率（有两个粒子同时在其中的概率为高阶小 ffl ). 由此可见，两个体积元 
dr , 和 dr 2 中粒子数乘积的平均值等于它们每个当中同时各发现一个粒子的概 

率.对于一对给定粒子，根据双粒子分布函数的定义，这是乘移 1 扣, d T2 . 可是 
因为从（很大的）粒子总数中可以有方式选出一对粒子，于是 
我们有 

(/jdr, • f» 

然而，这样获得的等式〈// 2 〉仅与相空间中不同点相联系 • 而过渡至极 
限厂 ，厂, — r 2 ，厂 2 ，必须考虑到如果 d T / 和 dr 2 重合， d T , 中的一个原子也在 dr 2 

中.考虑到这种情况的关系式是 

( fj 2 ) =^ 2 7； 2 2) +7,5(^ -05(/^ -厂 2 ). (20.4) 

的确，将此等式乘以 dr , dr 2 并对某个小体积 At 积分后，右边第一项 给出〜 

( Ar ) 2 的二阶小 M ， 而含有&函数的项给出 / At 为一阶 M . 因此我们有 

〈卜〉 =/At , 

Ar 

正应该如此，注意到精确至一阶量在小体积 At 中只能是或者没有任何粒子或 
者有一个粒子. 

将 （20. 4) 代人单时关联函数的定义中 

<S/,(0)S/ 2 (0)) =</,(0)/ 2 (0)> -/ 1 f 2 , 

我们得到所寻求的单时关联函数和双粒子分布函数之间的关系： 

<6/,(0)6/ 2 (0)> = yr 2 fn - fj 2 +7,6(^ - r ^ UT , -厂 2 ). (20.5) 

在处于平衡的理想气体中，双粒子分布函数化为乘积 A 2 2) =A 7 2 /， 2 ,而 
(20.5) 化至 （19. 6). 至少，当点1和2之间距离增加时,7^ 2 2> 趋于这个乘积， 
所以 

<&/,(0)&/ 2 (0))-^0,当 lr , -!* 2 1400时. (20.6) 

双粒子分布函数满足类似于玻尔兹攱方程的一个动理方程.这个方程可以 
从对7 (2) 的方稈 （16. 9) 推导出来，类似于对单粒子分布函数的方程由 （16. 7) 推 
出那样.②然而，我们这里将给出对 《 T 2) 的方程的另一种推导，类似于§3中对玻 
尔兹曼方程的推导，以直观物理论据为基础 • 

我们取作未知函数的不是广 2) 本身，而是-值_ _ 

< p ( r lf r ,； r 29 r 2 ) =^* 2 /[ 2 2) -7,7” （20.7) 


① 下面的推导套用第五卷 •§ 116中的论证 • 

② 在§ 17中，方程 （16.9) 仅用作特定目的，即用来从对/的方程消去 / n> . 
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当 … -/* 2 l — oc 时，它趋于零（它是不带最后一项的关联函数 （20. 5)) .这个量在 
涨落理论的通常意义上是小董，即与7, A 比较起来是1人水的量级. 

没有碰撞时，函数 P 满足一个方程，它仅仅表达刘维尔定理/ (2> 沿一对粒 


子相轨道的恒 定性： 

d / (2> dtp d(p dip n 

—— = ~r~ - v x * — 11 + v 2 • —=0 
ck dt dr { dr 2 


( 20 . 8 ) 


由于碰撞引起的 p 的变化归因于两类过程. 


粒子1和2与任何其它粒子的碰撞，而非互相碰撞，引起 （20. 8) 右边出现 


的项，其中厂和心是分别作用于变量厂和厂 2 的线性积分算符 

(19. 11). 

粒子1和2之间的相互碰撞起特殊作用，引起两个粒子1和2从相空间中 
一对点同时“跳变”到另一对点.与推导 （17) 所用严袼相同的论据，在 （20. 8) 右 
边给出一项 5( r , - r 2 ) C l2 (/)， 其中 

cm) = / (o(r iJ r 2 ； r\.r 2 )(f , J , 2 - 7 J 2 )dr l dr 2 ( 20 . 9 ) 

(在这个积分中，涨落可以忽 略）； 因子 S ( r , -/* 2 )表达经受碰撞的粒子处于空间 
同一点这个事实.① 

这样一来，最后我们得到下列方程 


d(p 

dr , 


v 


2 


dip 

dr 2 


A 


A 


-t x q > - I 7 <p =8( r , - r 2 ) C l 2 ( f ). 


( 20 . 10 ) 


这个方程的解，按照 （20. 5) 给出作为对方程 （20. 3) 在 f = 0时的初条件的 
数.◎没有右边时，齐次方程 （20. 10) 具有解 


9 = fo\ A/o2 + /o2A/oi ^ 

A / 0 = ^ 香 Ar + 盖 • A V ， (20.11) 

对应于平衡分布/。中粒子数、温度，以及宏观速度的任意小变化. 

然而.这个“寄生”解，由于条件当 I /*, | — 00时 ^0 而被排除.因此，在 

平衡的情况，当积分 C l 2 恒为零时，方程 （20. 10) 给出 p =0,我们回到了初条件 
(19.6). 

方程 （20. 10) 右边，即处于给定态厂 ，和厂 2 的粒子间的对碰撞，因此可被认 
为是在非平衡气体中涨落的单时关联的来源.通过使两个态的占据数产生一个 
同时的变化，对碰撞产生这些数之间的关联.在平衡态，由于分子对的正碰撺和 


0 (20.9) 再对 dr 2 积分给出寻常玻尔兹曼碰撞积分 . 

②这个结果应归于下列诸人： C. B. raHueBH^.B. 71- rypeBHH,P. KaTH ； noc( 1969) ,111. M- KoraH.A- 
UIynbMaH( 1969). 
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逆碰撞的严格补偿，这个机理没有任何效应，从而没有任何单时关联. 

如果分布/不依赖于坐标 r (如当偏离平衡是由外场维持时可能出现的那 
样），我们可以考虑对气体整个体积平均后的分布函数的涨落，即函数 

f 、 t，n 厂） ( 20 . 12 ) 

的涨落（这里我们用相同字母/来表示，但自变量中不含『)•相应关联函数满足 
的方程，它不同于 （20.3) ，不包含对坐标的导数 的项： 

<8/( )8/(0, r 2 )> =0, t >0； (20.13) 

V at dp { ! 

方程左边增加了外场作用于粒子的力 f 引起的 一项. 单时关联函数 

〈_，厂〖）8/(0,厂 2 >> = 

_ _ _ 7( r ) 

=汐. 2 /( 2> (厂】 ，厂 2 ) -/( r ,)7( r 2 ) - r 2 ) = 

7( r ) 

^< p ( r l 9 r 2 ) -尸 2 ) ( 20 . i 4) 

满足方程 

+ + L ) 1 少（厂 I ，厂 2 ) = c l 2 (^( r ,, r 2 )). 

(20. 15) 

如果气体处于闭合容器中.这个方程要在表达气体中粒子总数为固定值（无涨 
落）的附加条件下来 求解： 

j <5/(o,r l )5/(o,r 2 ))dr I = | <8/(o,r, )8/(o,r 2 ))dr 2 =o. 

(20. 16) 

这个条件在平衡情况下也必须满足，但它不是被表达式 [/( 厂 ,）/%] 5( 厂, 
-厂 2 )所满足，后者对应于关联函数 （19. 6). 正确的表达式可以依靠任意选择 
(20. 11) 而获得，适当地挑选参童我们得到 

〈5/(0,厂】）5/(0,厂 2 )> =^7( 厂 ,） M 厂, - r 2 ) )7( 厂 2 ). 

(20. 17) 


这个关联函数还包括并不含有 s 函数的 一项. 
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§21 福克尔-普朗克方程 


相当大…类动理现象是由这样一些过程构成的，这类过程的每次基元事件中 
(分布函数所依赖的）物理量的平均改变童远小于其特征值.这类过程的弛豫时间 
远大于构成其微观机理的各基元事件的 时间； 在这个意义上，它们可称为慢过程. 

一个典型例子是轻气体中小量搀质重气体的动量弛豫问题，认为轻气体本 
身处于平衡.由于重粒子的浓度低，可以忽略它们之间的相互碰撞，而仅考虑重 
粒子与基质（轻）气体粒子的碰撞.然而，当一个重粒子与轻粒子碰撞时，重粒子 
的动量仅经受比较小的改变. 

为明确起见，我们将讨论的正是这个例子，并推导这种情况下杂质粒子的动 
量分布函数/0，/0所满足的动理方程 • 

令《；(/ 14 )( 1 \表示与轻粒子碰撞的基元事件中每单位时间内重粒子的动 
最变化为 p — 的概率.丁是对函数 / U ,/0 的动理方程是 

a ’ (: 广 ) : f \w(p ^g) | d } q, (21. 1 ) 

其中右边是单位时间内进入和离开一给定动量空间体元 d 3 P 的粒子数之间的差 
值.根据所用假设，函数随9的增加而迅速减小，因而积分中起最重要 
作用的9值是比粒子的平均动量要小得多的那些值.这种情况允许在被积表达 
式中使用下列展 开式： 

切 （P U)fU，P + 兮） ,q)f{t,p) + 



_a_ 

dp 


(P ， q)fU ， p) + 


d 2 

dp a dp fi 




于是动理方程变成 


^ dp a 





( 21 . 2 ) 


其中 


a 


j 切 (P ， q)Yq ， 


= 


f ^ a ^(p t q)d 3 q. 


(21.3) 


因而动理方程（从一个积分微分方程）现在变成一个微分方程.为了更清楚地显 


示其意义，可将物理量 t 和用符号形式写出如下 


~ iT ， 


2&—， 


(21.4) 


其中求和是对时间 St 内发生的大最碰撞进 行的. 

(21.2) 右边的表达式是矢量 s 在动童空间中的散度 - ds a / d P „ 的形式，这里 


定 义为: 


〜 

1 =A + 


A a f-B 


谷 P 




(21.5 


换言之，方程 （21. 2) 具有，应该说，动量空间中的连续性方程的形式，从而在过 
程中自动保持粒子数守恒.矢童 s 是动 M 空间中的粒子流密度 • 

按照公式 （21. 4)，动理方程中的系数可利用碰撞的平均特征来表达，在这 
个意义上，它们的计算是纯力学问题•然而事实上，并不需要分别计算欠和 
利用统计平衡时粒子流应为零的条件，它们中的一个可以通过另一个来相互表 
达.在目前这个例子中，平衡分布函数是 

/=consfexp( ~ , 

其中 m 是重气体粒子的质量，而 r 是主要气体（轻气体）的 温度. 将这个表达式 
代人方程 s =0 中给出 

MTA^B^p,. ( 21 . 6 ) 




因而动理方程变成下列形式: 


(2L7) 

我们注意到，碰撞积分展开式开头两项中的系数具有相同数量级；原因是对 
于 （21. 4) 中的可变号置其一次幂的平均要比二次表达式的平均，涉及更大 
程度的相消.展升式的后面各项全比开头两项小 • 

与系数能有依存关系的唯一矢量是重粒子的动量如果这些重粒子的 
速度 p / M 平均来说远小于轻粒子的速度，就可以认为重粒子在碰撞中是不动 
的； 在这个近似下不依赖于 f 从而张量归结为一个常标量衫： 


(21.7) 


q 2 w(0 9 q)&' q 9 


(21.8) 
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而方程 （21.7) 具有下列 形式: 


= (21.9) 

dt dp \ MT J dp ) 

注意到方程 （21. 7) 与外场中的扩散方程之间具有形式上的相似性，由形式 
(21. 9) 来看尤其明显.扩散方程具有 形式： 




t 


其中 c 是杂质浓度， F 是外场对杂质粒子所施加的力，/>是扩散系数，而6是迁 
移率.可以认为方程 （21. 9) 所描述的过程是动量空间中的扩散 J 起扩散系数 
的 作用； （21.9) 右边两项中系数之间的关系类似于扩散系数与迁移率之间熟知 


的爱因斯坦关系/ > = (见第六卷， §59). 

(21.2) 形式的动理方程，其中的系数通过 （21.4) 用基元事件的平均特性来 
确定，称为 福克尔-普朗克方程 （ A . D . Fokker ,1914； M . Planck , 1917 ). 变量 p a 

作为粒子动量的特定性质在所阐述的推导中没有起什么作用. 

因此，显然的是，对于其它变童的分布函数/，相同形式的方程也是适用的， 
只要满足作为该推导基础的 条件： 基元事件中该 fi 的变化相对很小，以及表达这 
些事件中引起函数/变化的积分算符相对于/的线性性质. 

作为另一个例子，让我们再叙及轻气体在重气体中形成少景杂质的情况•在 
与重粒子碰撞中，轻粒子的动量在方向上有很大改变而在绝对值上仅有很小改变- 
虽然在这些条件下，对于杂质气体粒子的分布函数就动量矢量 P 而论，方程 
(21. 7) 已不适用，但是对于分布函数仅就绝对值 p 而论，可以建立起一个类似 
方程.如果分布函数如前所述那样是相对于动量空间体元 d 3 p 取的（所以具有动 


量绝对值/>在范围 dp 内的粒子数是/(£，/04^ 〆 ^)，于是，对与 dp 有关的函数 
来说，将有福克尔-普朗克 方程： 

dAJ ^-i P { fp2 A+B i( fp 


或 


其中 


dt 


P 


立 


/4 + 


B _ 立 

7^p 


dp 2 )} ， 


( 21 . 10 ) 



z w 2 


(2K 11) 


花括号中表达式是动量空间中的径向流〜对于平衡分布 


= const • 


-p^/(2mT) 


(其中 m 是轻粒子的质童，而 r 是主要气体（重气体）的温度）的情形，径向流 S 应 
该化为零.这个条件给出4和 B 之间的关系，而动理方程 (21. 10) 因此具有下列形式: 
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_ _J_ S(p 2 s) 

dt p 2 dp 
s 二 一 B 



( 21 . 12 ) 


习 



1. 对于轻气体中的搀质重气体，假设重粒子的速率与轻粒子的速率相比为 
很小，试确定其动量空间中的扩散系数（方程 （21. 9) 中的 5). 

解 ：如正 文中所指出的，在所述条件下，动量传递可以通过假定在碰撞中重 
粒子为固定并忽略其能量变化而进行 计算. 于是计算重粒子的动量改变时认为 
轻粒子有同样改变 ：（ Ap ) 2 = 2 p ,2 (\ - cos a )， 其中 〆 是轻粒子的动量值而 《 是 
其敉射角.因此 


S ( A /0 2 =^|2/(1 - cos a ) I ^ v ' dar , 

其中 W 是轻气体粒子的数密度，最后我们有 



3 m 


(P 




a 


其中 f ( 1 - cos Of ) dcr 是输运截面，求平均是对轻气体粒子分布取的. 

2. 应用福克尔-普朗克方程确定重粒子在轻气体中的迁移率. 

解： 当存在外场时，方程 （21.9) 左边要增加一项 F • #，其中 F 为作用于粒 

子上 的力. 假设这个力很小，我们寻求方程的形式为/=/。 + S / 的定态解.其中/ 0 
是麦克斯韦分布，而&/«/ 0 .于是对5/的方程为 


B 


1 




dP 


因此 



于是 6 /=/ 0 F • p / B , 迁移率是方程 

v - J 8/ • v d 3 p = bF 

中的系数.积分的计算给出 

T 3 mT 

H(o ^， 


它与 （12. 4) —致. 
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§22 电场中的弱电离气体 

让我们考虑均匀电场 E 中的电离气体.这个场扰动了气体中自由电子的平 
衡分布，并在其中引起电流•我们将推导确定电子分布的动理方程災 

对于微弱电离的情况，意味着气体中的电子（和离子）浓度很小，因此电子 
与中性分子之间的碰撞才是重 要的； 电子之间的碰撞以及电子与离子的碰撞可 
以忽略.我们还将假设电子在电场中（即使在强场中，见下面）所获得的平均能 
量不足以使分子激发或电离，于是电子和分子之间的碰撞可以认为是弹性的. 

由于电子质量 m 和分子质 MM 之间的很大差别，电子的平均速度远大于分 
子的平均速度.根据同样理由，在碰撞中电子动量的方向改变很大，但是其绝对 
值仅改变很小.在这些条件下，动理方程中的碰撺积分变成两部分之和，它们分 
别代表由于动量绝对值的改变和由于动量方向的改变而引起的在动量空间给定 
体元中粒子数的 变化； 其中第一部分可以表达成福克尔-普朗克微分形式. 

由于对场方向的对称性，分布函数（除了时间以外）仅依赖于两个变里，动 
最的绝对值/>和动童 P = mt ; 与场 E 的方向（我们取为 2 轴）之间的夹角&对于 
函数 / U ， P ， 幻的动理方程具有形式@ 

冬- eE • . : -*4 - T -( P ^) + W f [ fU ， P ，0’）- f ( t 9 p f O )] da 9 (22. 1 ) 
dt dp p dp J 

其中 

s= _B (y /+ f )• B = 2 2sf )_ . 

(22. 1) 右边第一项相当于福克尔-普朗克方程 （2 L 12) 的右边.第二项是对于 
动 ft 方向变化的碰撞积分.在这个积分中，可认为分子是不动的为分子的数 
密 度）； 一个电子经受碰撺后动 ft 方向由 0变为 〆 （或者由 6,变为 0), 这样每单 
位时间的碰撞数为其中 dcr 是电子被静止分子所散射的截面，它依赖于 p 
以及 P 和 〆 之间的夹角《(假设截面已经对分子的取向进行过平均 ）• 

下面将考虑一个定态，具有与时间无关的分布函数，因此将略去方程 （22. 1) 
中的项3//此 

为计箅我们应用等式 

(*； - v ) 2 = ( n ) 2 ， 

它表达弹性碰撞前后两粒子的相对速度数值保持不变 （v ,v 与分别是电 
子和分子的初速度与末速度）.分子速度的变化远小于电子速度的变化 （AV = 

① 本节阐述的理论应归于达维多夫 （ B , H . fl aBM flOB (1936)) .极限公式 （22. 18) 是较早时候由德# 
维斯坦 （ M . J , Druyvesteyn ( 1930 )) 推导出的 • 

② 在本书中 〆 总是表示正爾，元电荷的绝对数值，因此，电子上的电荷是 _ e . 
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-mAv/M); 因此，将上列等式展开后，我们可令 V ^ V \ 于是 

2V • (v — v f ) = V 2 — v a , 

其中 Av = t; - t/ 是小量.从而 

(Ap) 2 =m 2 (At;) 2 =<[ ( V • v ) 2 + ( V • t; ，） 2 -2( V • f； )( V • t; ，） ]. 

V 

对这个表达式的求平均分两个阶段实现.首先，我们对分子速度V的（麦克斯 
韦）分布求平均.由于这个分布的各向同性，我们有 =+ s_〈v 2 〉， 而 


( V 2 ) = 3 T / M . 因此，我们有 


(Ap) 


m 2 T 


(v 2 + v f2 — 2 


费 ，) ^(1 - cos a ) 

M 


( 22 . 2 ) 


现在我们必须对电子每单位时间所经受的碰撞求平均，这通过对 / Vvda 求积分 
而完成.结果是 


B = 


Nrnvcr x T pmT 

^ m ^ = Hn J 


(22.3) 


其中 A = J*(l - cos a )da 是输运截面,/是平均自由程，其定义为 

/ = \/ Na x (22.4) 

(—般来说/是 P 的函 数）. 因此 （22. 1) 中的流 s 是 

s -wii vf+T v P )- (22 - 5) 

我们注意到，根据 （22. 2) ，碰撞中电子能 ffi 的变化是 咖- T { m / M ) w2 
- e { m / M ) w \ 因此，这个能景的显著变化仅在发生 ~M/m 次碰撞后，而电子动 
量的方向在甚至一次碰撞后也会有相当大的改变.也就是说，电子能弛豫时间 
t 8 〜 T p A//m， 其中 - l / v 是动量方向的弛豫 时间. 

方程 （22. 1) 左边也要变换至变 M /> 和0: 

e£ • 逆 =d? 皇 = e£：[cos 6^ + ^^ 1 > (22.6) 

dp dp z dp p dcos 0 

这样推导出来的动理方程，可寻求按勒让德多项式展开形式 的解： 


f(PyO) = X /it(p) P n( COS (22.7) 

A s 0 

下面我们将看到这个展开式中递次各项的数景级迅速递减.因此，实际上仅取展 
开式中开头两项 

f ( pyO ) =/ 0 (/>) +/, (p)cos 6 (22. 8) 

就足够了. 

将 （22. 8) 代入 （22. 1) 中的积分，给出 
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J APyO') -/(p ， 0) da = -/,<r t cos 0 


( 比较 （ 11. 1) 中一个类似积分的变 换）. 于是动理方程变为 


- eE 


f 0 cos 0 +/\cos 2 沒 + — sin 2 ^ + —(s 0 p 2 ) # + —/, cos 沒 = 0 , 

d J d / 


式中撇号表示对 /> 求导数 • 这里已省略 /T 2 (s,p 2 )'c OS 0 项，因为它显然比 
(t/,//)cos 0 项小得多（ 比值〜 m/ 财 ）（ s 。 和是在表达式 （ 22. 5) 中用/。或/,代 
替 / 的结果） . 将这个方程乘以 P 0 =1 或 Pi =cos 0 并对 Aos 0 积分，我们得到两 
个方程： 


4■(/ > 2 S)’ = 0, S = - 士 (p 2 /o +mpTf 0 ) - 


eE 


( 22. 9 ) 


/，fyv 


( 22 . 10 ) 


表达式 S 代表经电场修正的动量空间中的粒子流密度 . 由 （ 22, 9) 可见 S = 
const/p 2 . 然而，流 S 对所有 p 值都必须是有限的，因此 const =0. 现在将 （ 22. 10) 

的 /, 代人方程 ^=0 中，我们求得确定 / 。（ /0 的 方程： 


PT 


(eEl) 2 M 
3p 


k « + ^= o . 


( 22 . 11 ) 


迄今我们对于函数 /(/>) 的形式未作任何假设 ，一 阶方程 （ 22. 11 ) 的积分可 
以对任意 /(P) 写出 . 为了得到更具体的结果，我们将假设 / = con S t ， 它相当于假 
设截面 A 不依赖于动 fit®. 于是方程 （ 22. 11 ) 的积分给出 


fo(p) = const 


• 6 + 誉广， 


( 22 . 12 ) 


其中 


eEl 


y = 



(22. 13) 


对于函数 /,(P), 由 （ 22. 10> 和 （ 22. 12) 我们有 


fi = ~/o 


ys/T 


(22. 14) 


八 〜 M e/T^yW6 

量 y 是描述场对电子分布的影响程度的参量 . 弱场的极限情况相当于 y << 
1. 于是，一级近似下 ,/ 。（ /0 归结为未受扰麦克斯韦分布 :/ 。 °"^^ ， 5=3772 ,而 


eEl 


•/ o ， r «!• 


(22. 15) 


①在电子温度充分低的情况下，这总是正确的，因为对于慢粒子来说.截面趋于不依赖于能 里的极 
限值（见第三卷， §132). 
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气体中产生的电流由电子迁移率 


b = 




eE 


e hrh os " d3p : 


3 eEN 




(22. 16) 


确定，其中' 是电子数密度炎利用 （22. 15) 的 /,, 简单计算给出弱场下的迁移 
率为 


3/2 


(22. 17) 


° 3Tr ,/2 (mD ，/2 * . 

这个表达式应该满足爱因斯坦关系0 = 其中 D 是扩散系数 （11. 10). 

作为弱场判据的不等式 y « l 的意义，可以由下列简单论据加以理解.显 
然，只要电子在其平均自由时间内所获得的能暈远小于一次碰掩中所丢失给原 
子的能量，场对电子分布的影响就很小.前者的能 ffl : 是 e £/, 而后者是 


hs ^ vhP ^ vp 




其中 P 和 F 是原子的动量和 速率； 变化是电子动撤的铖级.判据是根据这两 
个表达式的比较得出的. 

在强场 （y >>1)的相反情况，我们求得② 


fo ( p ) exp 


(-剝 


3 3/4 7 V 


A = 


( 22 . 18) 


c 


2 3/2 Tir(3/4)(myr) 




3/2 


( 22 . 19) 


电子平均能量是 


HO =o .漏 





( 22 . 20 ) 


而电子迁移率是 

4r(5/4)/ 1/2 ( n 

"3 3/ V /2 (mAf) ,/4 (e£：) ,/2 * • 

还需阐明使展开式 （22. 7 ) 收敛的 判据. 为此我们注意到它的递次各项之间 

在数童级上有下列关系 


① 由于不同勒让德多项式的正交性，展开式 （22.7) 的各项中只有的项对归一化积分有贡献，而 
只有 / | C O 8 0 的项对匕有贡献. 

② 通过重新求解方程 （22. 11)( 在其中令 r = 0) 来推导公式（ 2 2. 18) ， 这要比在 （22. 12) 中取极限 
更为简单* 
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( 22 . 22 ) 


(经过 （22. 7) 的代人，乘以 P n ( cos (9) ，并对 dcos 0 积分后，动理方程左边剩下 

參 

人_,的项而在碰撞积分中剩下入的项）.当 y << 1时，电子平均能景 S 由 
(22. 22) 我们有 



(S) 


« 1 . 


在强场情况有7 »1，平均能 M 所以又有 

/,//„-! ^ { m / M) wl « 1. 

因为 m / M 很小，所以展开式是收敛的①. 


§23非平衡弱电离气体中的涨落 

本节我们将讨论处于非平衡定态的弱电离气体中电子分布函数的涨落，假 
定气体是空间均勻的并处于恒定均匀电场 E 中. 

这里将仅考虑涨落的时间关联而不考虑它们的空间关联.于是，用对气体的 
整个体积求平均后的函数 

fU ， P ) =~^[/( M , P ) d 3 x (23. 1 ) 

来代替严格的（涨落着的）随空间变化的分布函数 /( t , / I )是适当的（这一节将 
用相同字母/来表示这个平均后的分布函数，但不含变 tt r ) ;它仅随时间涨落. 
函数广 ( P ) 是上一节中求得的分布 （22. 8) ，/相对于/而涨落. 

对于所讨论的系统，我们最感兴趣的主要不是寻求分布函数本身的涨落，而 
是与之有关的电流密度 y 的涨落.对于这些 ffl 的关联函数由下列显然公式 

〈&人⑴私⑻〉 =e 2 J 〈 8/(t,/OS/(0 ， p，) (23.2) 

相联系，当然，其中 5) 是对气体体积求平均后的电流密度涨落②. 

对于非平衡气体问题的求解是根据§20指出的一般方法③. 

按此方法，关联函数〈&/(1/05/(0，，）>满足（相对于变嫩{和夕的）动理方 
程 （22.1), 这里它相当于一般方法中的方程 （20. 13). 函数 

① 然而，我们注意到，校正项/ 2 ，/ 3 ,…不能借助于方程 （22. 1) 来确定.因为这个方程是以福克尔- 
蒈朗克近似为基础的，在此近似下按 m/M 为商阶项的 S 已经被忽略掉了. 

② 这个求平均相当于一个实验情况.其中测 ft 的是气体中总电流的涨 落：这 种涨落等于在给定方 
向的平均电流密度的涨落乘以样本的截面. 

③ 普里斯 （ P.J.Price( 1959)) 对这个问题的研究是计算非平衡系统中涨落的第一个例子.这里我们 
将按照古列维奇和卡蒂留斯 （ B. 71. rypcBHH, P. KaTH^ioc( 1965) ) 的阐述 • 
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g(t,p) 




(23-3) 


满足一个类似方程，而所需求的电流关联函数同样也可以通过这个函数表达为 


< 87 .( 0 & 4 ( 0 )> ^e 2 jg fi (t 9 p)v a d 3 p 


(23.4) 


这样我们得出下列方程 





-/VvJ [g(t ， p ， 0) -g(t,p 9 6 f ) ]dcr, (23. 5) 


其中由 （22.3) 给出. 

动理方程 （22. 1) 仅考虑到电子与分子的碰撞，而没有考虑电子相互之间的 
碰掩.因此，这里没有任何机理去建立不同动《电子间的单时关联，而对于函数 
gKp ) 的“初始”条件与处于平衡态下的 相同. 因为我们涉及的是对气体整个体 
积求平均后的分布函数的涨落，必须考虑到粒子（电子）数的恒定不变性①.于是 
根据 （20. 17) ,在这种条件下我们有 

<8/(0 ， /08/(0,〆) 〉 =-^[7(p)8(p-p0 古 00/(〆) 

(其中％是电子密度），因而对于初始函数有 

g(0,p) -V), (23.6) 

其中 V 是具有分布 /( P ) 的状态下电子的平均 速度. 当然，这个速度平行于场忍, 
我们可将它写成 . 

V = - ebE ， (23. 7 ) 

其中6是迁 移率. 电子总数的恒定性意味着 f bfd 3 p =0,因而也有 

fg(t,p)d 3 p=0. (23.8) 

按照§ 19 中所描述的方法，我们作 （23. 5) 的单侧傅里叶变换 ：将该 式乘以 
和对 f 从 0 至 oc 进行 积分. 同时考虑到初条件 （23.6) 和 g(oo , p ) =0, 对项 

，>/扣作分部积分,结果得到方程 


①因为我们仅涉及场的存在所引起的对偏离平衡的涨落的影响，我们忽略了由电离和复合过程所 
产生的电子总数的涨落.当所有电子是由具有低电离势的杂质所形成时，这些涨落也许严格 没有； 于是电 
子的总数简单地等于杂质原子总数.我们还忽略中性分子浓度的涨落，这个浓度的相对涨落肯定远小于 
电子的相对贵，因为电子浓度远小于分子浓度. 
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一 ⑹发 


^ j [ g ( r ) ( p ) - g ( ^ ( p r )]^ o - =^ J ( p)(v - V )， 


窨)卜 


(23.9) 


其中 


( co , p ) - 


g ( t , p)dt 


(23. 10) 


0 


由于 （23. 8) ，这个方程要在下列附加条件 


^ (+, (6>,p)d 3 p=0 


(23. 11 


下求解. 

如果方程 （23. 9) 的解为已知，则所需求的电流关联函数的谱展幵式可以通 
过简单积分而求得，我们 写出： 


00 


(jjfi ) c 


dt j e ^( 8/( t t p ) hf (0 9 p f )) vy ^ pA ^ p 1 , 


并严格像推导 （19. 14) 那样进行，获得 


UJfi ) w J 1 贫上 + > ( 似， P) 〜+ ° ( -ct),p)v p \d i p. 


(23. 12) 


为具体起见，我们将认为平均自由程/= const •在平衡态，没有电场时，函数 
7 是平衡麦克斯韦分布 />( P ). 于是容易看出，方程 （23.9) 的解是 


p fo ( p ) 


f 1 - uol/v ， 


(23. 13) 


因为 


(p - P 9 )da =( T t p . 


(23. 14) 


如果 << 1 ( 其中 Z /4 是关于动 tt 方向的弛豫时间），我们可以忽略 
(23. 13) 分母中的项 - iwZ / v . 于是积分 （23. 12) 的计算导致结果为 


IJ cJ P ^ io 


2 Ta 


心， 


(23. 15) 


其中 or = e 2 \ 6 。 是气体在弱场中的电导率，6。是由公式 （22. 17) 给出的弱场中的 
迁移率.当然，结果 （23. 15) 与关于电流的平衡涨落的尼奎斯特一般公式相一致 
(见第九卷， §78) .的确，让我们考虑平行于％轴的圆柱体积内的气体.因为电 
流密度已经是对体积平均过的，则总电流 •/=), *5,其中^是圆柱的截 面积. 于是， 
按照 （23. 15), 我们有 

(2316) 


(23. 16) 


23 非平衡弱电离气体中的涨落 


其中/：=是样本的长度，/? =L/(rS 是其电阻 CD. 

当 E ^ O 时，方程 （23.9) 用逐步求近法求解，与对 （22.6) 求解的方式相同， 
但是后一方程确定一个标踅函数，而 （23. 9) 是对矢量函数写出的•这种函数（依 
赖于恒定矢量五和可变矢景/0的展开式的为首几项可写成 

g … （ a )， p ) = h ( o ), p)n + e \ g 0 ( a ), p ) + « • eg ^ cj . p ) | , (23. 17) 

而且 gi «发。（这里》 = p / p,e ^ E / E ). 函数 /(p) 是 

f ( p ) =/o(p) + w y (23. 18) 

其中/。和 /, =e^/Vt; 如 §22 中所计算得的那样 • 

我们将 （ 23. 17) 和 （ 23. 18) 代入 （ 23.9) ,并将对 p 的奇次项和偶次项 分开. 

再次假设<< 1，我们得到，集合奇 次项： 

yU/1 + g , e(n - e ) \ - e {^e • ~) eE 

这里将与所给出的项（按比值 m/Af) 比较起来显然为小的那些项忽略了 • 因此， 

h ( p ) =^ fo ( p ). g ,(< o , p ) . (23.19) 

至于 P 的偶次项，它们必须满足方程（23.9)，仅当对 p 的方向求平均后，这 
与下列事实符合， （23. 17) 仅给出所求函数展开式中的为首几项.应用表达式 
(23. 19) 并经过简单计算，导致对函数 a ( cu ，/>) 的下列 方程： 

~ ia ， go + y ^ (p2S) =>{ c £6 / o +^^( p /.)}. (23.20) 

其中 

^ 1/ 2 t 扭0 \ e 2 E 2 lm ^ g 0 

s= 一而 (以。 

这个方程要在下列附加条件 

J g 0 ( o ) 9 p ) d i p =0 (23. 21 ) 

下求解，这个条件是将 （23. 17) 代入 （23. 11) 后简化得到的 • 

当函数 g <+) 是已知时，所需求的电流关联函数由公式 （23. 12) 确定. 将展开 
式 （23. 17) 代入该公式，并利用 （23. 19) 作简单变换，我们得到 

m : V fo^P - f [貧。 （仿， P) + 

♦g 0 ( -co fP )]^ (23.22) 

① 在与第九 #(78.1) 比较时，必须考虑到和根据 <<1 的条件没有电导率的色散，所以 


Z^R. 
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当 w 即当 〜 1时，方程 （23. 20) 中的项变成重要的，其 

中 ' 是关于电子能最的弛豫时间.因此，电流涨落的色散从这些频率处开始. 

在一般情况下，方程 （23. 20) 是很复杂的.作为说明，让我们举出低频 
«1)和满足条件7>>1的强场的例子，其中 y 是参量 （22. 13). 由于后一条件， 
函数 / Q ( p ) 由表达式 （22. 18) 给出. （23. 22) 中第一项积分的计算给出 

2 3/2 (eEl\ l/2 (M\ i/4 

6 叻 3 5/4 r(3/4) ^ \"m~ / \~m ) • 


对于 （23. 22) 中的第二项，我们将仅作出不带数值因数的估计.方程 （23. 20> (不 


带- icog 0 项）给出估计 

于是积分可以估计出为 


eEl 2 M 


So 




_ /o- 


lE g i P 

P 


结果对于电流关联函数的表达式是 


(人•/泠） w 


ieEl \ W2 { M \ WA 




) ⑶ 


0 . 66 ^ -p 


E a E p] 

E 2 ■ 


其中〜 1, 是数值常数. 

§24 复合与电离 


(23. 23) 


部分电离气体中的平衡电离度是通过相碰撞带电粒子间的各种基元事件: 
碰撞电离事件与相反的碰撞复合事件建立的.对于气体中除电子外仅包含一类 

离子的简单情况，电离平衡的建立过程可用下列形式的方程 

d/V 

-^=卢 - (24. 1) 


描述.这里0是（由于中性原子的碰撞或通过原子的光致电离）在每单位体积和 
每单位时间内所形成的电子数，它不依赖于现存的电子 密度义 和离子密度 
第二项给出由于与离子的复合而引起的电子数的减少;《称为复合 系数. 

复合过程与等离体中建立平衡的其它过程相比来说通常是很 慢的. 问题在 
于在离子与电子碰撞中形成中性原子需要排除所释放的能量（原子中电子的结 


合能）.此能 M 可能在辐射复合中作为光子辐 射掉； 于是，这个过程的缓慢归因 
于很小的銳子电动力学发射槪率.所释放能*也可能传递给第三个粒子，一个中 
性 原子； 于是这个过程的缓慢归因于三体碰撞的小概率 • 结果是在认为所有粒子 
都是处于麦克斯韦分布的条件下来考虑复合过程常常是合 理的. 

在平衡时，导数 dTV/d/ 为零.于是 （24. 1) 中的 M a 和0由 
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P = a ^ o^oi (24.2) 

相联系，其中/ V 。,和是由适当的热力学公式所给出的平衡态的电子和离子密 
度（见第五卷， §104)®. 

辐射复合系数直接由电子与静止离子（离子的速度远小于电子的速度，可 

以忽略）之间的碰撞复合截面予以 计算： 

a =〈、〜〉， (24.3) 

其中求平均是对电子速率~的麦克斯韦分布取的（见习题 1). 

然而，辐射复合仅在充分稀薄气体中当粒子的三体碰撞可以完全忽略时才 
是重要的.在不太稀薄的气体中，主要机理是有第三个粒子，中性原子参与下的 
复合.正是对于这个机理我们将更详细地予以考虑. 

在与原子碰撞时，电子能 M 改变 很小. 因此，复合过程以形成高度受激原子 
开始，而在这个原子的进一步碰撞中，电子逐渐“降”至越来越低的能级.过程的 
这种特征可以认为是被俘获电子的“能 M 扩散”，所以对它可以应用福克尔-普 
朗克方程 （； I . n . nHTaeBCKMft ,1962). 

让我们考虑 ：被俘 获电子关于其（负）能 Ai s 的分布 函数. 最重要的“扩散” 
自然是在能 fl 范围 Id 〜 r 这里必须总是把温度作为远小于原子的电离势/来 
讨论； 当气体实际上已经几乎是完全电离的（见第五卷，§ 104). 

福克尔-普朗克方程是 

丑■^一 4/ (24.4) 

dt de de J 

照例，系数 4 可以用忍来表达，这要借助于当/=/0 时的条件，其中/。是平 
衡分布.于是流$变为 



(24.5) 


“扩散系数” (幻按一般定则确定为 

B ( e ) = Z ( 2 《 f )2 , (24.6) 

其中 As 是一个受激原子在与一个未受激原子的碰撞中原子激发能的变化•按 
照这个公式计算(幻归结为求解碰撞的力学问题以及然后对未受激原子的速 


度求平均（见习题 2). - 

为求函数 / Q U ) ，我们注意到对于在电荷为從（离子电荷）的库仑场中的电 
子关 于动景 和坐标的平衡分布由玻尔兹曼公式给出为 

fo(P， r ) : (27rmT) "' V2 e _4f/r , e (24. 7) 


①在辐射复合情况中，态的平衡也含有等离体中辐射的平衡 • 
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(关于其归一化见下 面）； 具有 id 〜 r <</ 的电子的运动是准经典的，这使我们 
可以应用能量 e 的经典表达式.因此，关于 e 的分布函数是 

/ 0 ( ^ ) = ( 2 tutiT ) '^ /2 e u ' / T r ( s ) de , ( 24. 8 ) 

其中 tU ) 对应于范围如的相空间 体积： 

p 2 ze 2 

+ ~T 

用 d \ d^p =4 irr 2 dr • 4- irp 2 dp 代人并完成积分，我们求得 


)d 3 ard 3 p. 


(24.9) 




(7^ 3 / 2 \ 3 3/2 

,_、_ {ze ) m 
= ； ~~ Tih 

I e I 


(24. 10) 


为表述确定方程 （24. 4) 和 （24. 5) 的适当解的条件，方便的是假设气体中呈 


现的电子密度是 / V 6 >> A ^ ; 于是我们可以忽略 （24. 1) 中的电离率沐所以 '的 
减小仅取决于复合.在这些条件下，方程 （24.4) 的定态解中流5的恒定值直接给 
出复合系数的值 U = const = -«) ，倘若 /( e ) 是适当地归一化的.就是说，在最卨 
能级处 （UI << 70的电子与自由电子处于平衡，这意味着我们必须有 

f ( s )/ f 0 ( s )^\, 当 0时， （24. 11) 

并且 / oU ) 的归一化应该相当于每单位体积中一个自由电子（如 （24. 7) 中所实 
现的） • 

为寻求（当00时的）第二个边界条件，我们注意到受激原子深能级的 
分布不会受自由电子存在的扰动，从而不依赖于它们的数目：它正比于平衡数 
而与实际数义无关.当^ >>/ V Qe 时，这个情况由边界条件表达为 

/ U )// oU )-^0， 当 Id — » 时. （24.12) 

在边界条件 （24. 11) 以及5= const 的情况下求方程 （24. 5) 的积分，我们有 



这个 const 是 - a , 如果它是由满足条件 （24. 12) 来确定.因此，我们求得最后结 
果为 


m- 


27° /2 

ir 3/2 (從 2 ) 3 


- \e\/T I . 5/2 


0 




\e\ 
I e I 


d I ^ L 


(24. 13) 


这个公式与下列过程有关，其中“第三个物体”是一个未受激原子 • 如果 
气体已经是高度电离的（然而，它与条件 r <</ 仍相容）和充分稠密的，具有 
第二个电子作为第三个物体参与的复合可能变成主要过程*于是复合率变 


成正比于 / V 2 e / V s . 因此如前按 （24. 1) 所定义的复合系数本身正比于因为 
电子碰撞中的能量弛豫是快过程，上面所描述的计算复合系数的方法在这 


个情况不适用. 
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习 题 


1. 设有处于溫度尸<</下的氢气，其中 / = e 4 m /(2 f ) 是氢原子的电离势. 
试求俘获一个电子至氢原子基态的辐射复合系数. 

解 ：慢电 子与处于静止的质子复合成氢原子基态的截面是 

2 l 0 TT 2 ( e 2 / hc ) a \[ 2 

一 ■ ■ “ - . … • 一 _ 

rec _ 3(2.71-") 4 m 2 c 2 W 

其中\是电子的速率， a B = h 2 / me 2 是玻尔半径（见第四卷，§56的公式 （56. 13) 
和 （56. 14)) .平均值 〈（| 〉= ( 2 m / TiT ) 1/2 . 按照 （24. 3) ，结果是 

3(2. 71 ) 4 V J ft I r / I he ) h \ T ) 

2. 确定由 （24. 13) 给出的复合系数，忽略电子束缚于受激原子这一事实对 
它与未受激原子碰撞的过程的影响，并假设这些碰撞的输运截面不依赖于速度 * 

解 ：“扩 散系数 ”5( 幻如§22中那样进行计算，结果是 

B(e) (crj) 3 ) ; (1) 

其中/ V 是气体中原子的密度 . m 是电子质量，、是受激原子与未受激原子之间 
的相对速率.速率、具有麦克斯韦分布，其中粒子质量由约化质量表示（其 

中 M 是原子的质 量）； 因此 〈 r 2 J =6 T / M . 其次，（1)中的 p 是离子场中的电子动 

量； o */ 的求平均是对相应于的给定值的电子相空间区域 tU ) 进行的•在 
< 7 , = const 下，我们求得 

= ^) J /,3s ( ul + L - z - y) dixdipJ -^ a ' m ' e ' in - 

因此 



64 /2Ta t N\e\ i/2 
3^rM 


于是按 （24. 13) 的计算最后给出 


32 y /2 nm ul ( ze 2 ? o\N 
3 Mr 52 



如果由靠近电子的原子所引起的扰动频率 （ 〜匕八/其中 d 是原子尺度）① 
远大于具有能量~ r 的电子的转动频率，忽略电子束缚于原子中这假设是合 
理的 • 这导致条件 T «( e 2 / d )( m / M ) w2 . 


①俄文版为以匕，而按频率的录纲应为匕 " 一译者注- 
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§25 双极扩散 

让我们考虑弱电离气体中带电粒子的扩散.如§22中那样，假设电离度是 
如此小，使得与带电粒子和中性原子之间的碰撞比较起来，带电粒子之间的碰撞 
可以忽略.即使在这些条件下，两类带电粒子（电子和离子）的扩散也不是相互 
独立的，因为扩散过程中会引起电场 （ W . S C hoUky ,1924). 

扩散方程具有对于电子 （ e ) 和离子 （ i ) 的连续性方程的 形式： 


BN 


+ V • i. =0, 


dN ： 


+ V • i s = 0, 


(25.1) 


粒子流密度利用粒子数密度及其梯度表达为 


t 


N t ， 


； ^N b t eE-D. x V 


(25.2) 


其中坟和仏是电子和离子的扩散系数，而卜和卜是相应的迁移率①. 这些量 
由爱因斯坦公式相 联系： 

D t = Tb r , D t :n it (25.3) 

它们表达平衡时流 U 5.2) 为零的条件.利用这些关系式并通过电势来表达电场 
E = 我们可将方程 （25. 1) 重写成 


dN 


= • [V/V e -^V^J , 

V • [ V/V s ip , 


(25.4) 


(25.5) 


此外，我们必须增加对于电势的泊松 方程： 

Ap = - 4 ire ( N t - N t ) • (25.6) 

如果密度 '和具有几乎均匀分布时，方程组 （25.4) — （25. 6) 可以极大 
程度地 简化. 于是我们可在 （25.4) 和 （215) 中 ▽ p 前的系数中令 A^ c -7 V , « const 
5/ V 。， 并利用 （25. 6) 来消去结果得到 


dN 


• ~ r 1 ' 

€ C 




(25,7) 


dN ‘ 


A/V 


( 25 , 8 ) 


其中， 2 =47 T e 2 \/ r ( a 是对于电子和离子的德拜半径，见下面的 §3 i ). 

虽然电子和离子散射截面一般是相同数量级，由于它们的平均热运动速率 
( tv ) 的差异，它们的扩散系数有很大差别 


①离子电荷取为 A = 1,当气体的电离度很小时，这通常是正确的 • 



c 


D .. 



(25.9) 


因此 » D r 这种状况导致扩散过程的某些异常特点. 

让我们考虑电子和离子密度的微扰随时间的变化，微扰的特征尺度 △>> 

a ®. 在过程的初始阶段，直至密度的变化部分 

18^1-18^1-15/V e -8^1, 

方程 （ 25.7) 和 （ 25. 8) 右边第一项远小于第 二项： 

A/V e - m / L 2 « ( -S/V^/a 2 , (25. 10) 

还注意到由于 （ 25. 9 ) 得丨 dN/dt \ « I dN/dt I ，我们有 


(25. 10) 


( 8/V e - 5/V,) 

at 




队 - 8^ ), 


因而 


队 -⑽， (队 -8%)。叫（ -合) • 


(25. 11) 


由此我们看到，在时间 t € , 〜 a 2 //), 后，差值15% - S / VJ 变成远小于和本 
身，即，气体变成准中性的. 

过程的下一阶段是（对于给定离子分布下）电子分布的发展达到平衡形式， 
由 （25.7) 右边变为零的条件 确定： 


2 


8/V e - S/Vj = a 2 AA’ r » A/V 


U 




(25. 12) 


这个阶段遵循扩散方程 （25.7) ，具有特征时间 Te 2 〜 L 2 / Z > e . 此时间远小于离子扩 

散特征时间& ~ L 2 / Z ) i ; 因此离子分布仍可认为未 改变. 

电子和离子密度微扰的 M 后弛豫按照方程 （25. 8) 发生，在以 （25. 12) 代入 

后它变成 


dN 


2 DAN ：. 


(25. 13) 


因此，在时间〜 I 期间，电子和离子= 以二倍于离子的扩散系数一起 
扩散； 这个过程称为 双极扩 散扩散 系数的一半归因于离子的内禀扩散，而另一 
半起因于加速电子引起的电场. 

最后，让我们注意到方程 （25. 13) 具有比所引推导过程得出的要更为广泛 
的适用性.即使扰动不是微弱的，电子的运动迅速导致建立起它们在场中的玻尔 
兹曼分布，并使电子和离子密度相等，即导致准 中性. 于是 


①为了扩散方程本身的适用性•在所有情况下 L 必须远大于离子和电子的自由程因此仅当 a >/ 
时，条件是附加 限制- 
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^ = N i = N 0 e e,fi/T , e(p = T\n (25.14) 

将 （25. 14) 代入 （25.5) 再次得出方程 （25.13)， 但是已经不用扰动很小的假设. 

§26强电解质溶液中的离子迁移率 


上节中所导出的方程容易推广到存在不同种类离子的情况.它们也适用于 
强电解质溶液中离子的运动.①在“无穷”稀释溶液的极限下（即当其浓度趋于 
零时），每类离子 a 的迁移率趋于恒定极限6^，而其扩散系数相应地趋于 

D[ 0) =Tb { a °\ (26. 1) 

本节专门讨论对于弱溶液中离子迁移率（相对于小浓度）的一级校正项的 
计算.②因而也得以确定对溶液电导率的校正项.在电场五中，有力作用于 
每个离子，从而使它获得定向速度 b a ez a E. 因此，溶液中的电流密度是 

j:E Y ez a N a - b a ez a , 

a 

其 中义是 a 类离子的浓度（每单位体积的 a 类离子数），因而电导率是 

^ =^ 2 X 〜乂 6 〆 (26. 2) 

a 

下面所阐述的理论，与等离体和强电解质的热力学性质理论一样，是建立在 
相同的概念基础之上的.这些概念就是每个离子周围形成电荷（离子云）的不均 
勻分布，它对离子场形成屏蔽.在第五卷§78和§79中曾经推导过对于等离体 
的相应公式.对强电解质溶液的类似公式，差别仅在于有电容率1的溶剂存 
在的情况，将在下面给出. 

由于两种不同效应，屏蔽云使离子的迁移率发生变化，首先，外电场中离子 
的运动改变了离子云的电荷分布，从而引起一个附加场作用于离子.其次，离子 
云的运动引起液体的运动，从而引起离子的“ 漂移' 这两种校正分别称为弛豫 

校正和电泳校正. 

弛豫校正 

让我们首先计箅第一类 校正. 因为屏蔽云起因于不同离子位置间存在关联, 
这是外场对关联函数的影响的问题. 

我们将这样来定义对关联函数 使得： 如果在 点有一个 b 类离子，则 
^ a ( r a , r ,) dV a 是围绕~点的体积 dK a 中 a 类离 子数； 类型 ( i 和6可能相同或 
者不同.显然 


① 强电解质是指溶解时完全离解成离子的物质. 

② 下面所阐述的理论是由德拜和休克尔 （ P . D e by e ， E . Hticlcel (1923)) 与昂萨格 （ L . On S a ger (1927)) 
作出的. 


26 强电解质溶液中的离子迁移率 
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W ab ( )=〜（〜，“）， （ 26. 3 ) 

而当叭 -^1 — oc 时在平衡时，函数仅依赖于距离 lr a - r 6 l ; 在外场 
中，情况不是这样 

关联函数，像任何分布函数那样，满足适当空间中的连续性方程，这里是两 
粒子的位形空间，于是 

— + ^ - A + V 6 * A =0, (26.4) 

其中人 和人 是对 《 和 6 粒子的概率流密度，算符▽的下标表明相对于哪个变景 
(匕或 G ) 求导. 

流人具有下列 形式： 

- Tb 、:、 V a w a ^ b ^ z a etv ab { E -\ ip b ) f (26.5) 

而人与之相同，但下标 a 和 6 互相交换. （26. 5) 中的第一项描述 a 类离子的扩 
散移动，即使没有外场的情况也会发生.第二项是在外场五以及场- V n < p b 所施 
加的力的作用下引起的离子流密度.这里的- V a ^ 是在~点有一个6类离子的 
条件下，经修正的离子云在 r a 所产生的场.这个场的电势 A = 满足泊 

松 方程： 

▲ a < P k ( r a ， r b ) = - — f pz 凡 w rb ( r a ， r b ) + ^8( r a - r A ) 1. (26. 6) 

^ 1 c 

方括号中第一项是离子云中所有类型离子的平均电荷密度，第二项是（根据条 
件）定域于 G 点的电荷密度.因数1/6表示介电溶剂中电场的减小. 

假设溶液为充分稀释的，我们忽略离子位置间的三体关联.在此近似下，对 
关联函数几乎为1，我们引进小 ft 

- 1 - (26. 7) 

电势 A 是具有相同景级的小量.忽略二阶小量项，我们可以把 （26. 5) 重写成下 
列 形式： 

L =6 i 0> [ - TV a co ah ^ ez a (\ ^ (0 ab ) E - ez a V a ^]. (26.8) 

在方程 （26.6) 中，我们可以简单地用％,代替，因为平均来说溶液是电中性 
的（ 2>2 f yv r =0) : 

A a < p 6 ( r a , r 6 ) = - —f + ^ b h { r a - rj |. (26.9) 

^ L c 

在均匀恒定电场£中，函数 uu 不依赖于时间，而且它们仅以差 r = r a 的 
形式而涉及两点的坐标，同时= - h 现在将 （26. 8) 的九和类似表达式 
的 A 代入 （26. 4 )，现在导致下列方程： 


①适用于等离体（或电解质）平衡态的关联函数方法描述于第五卷 §79. 
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T ( 6： 0) + C )A^(r) +ez tf 6 ： 0) A^(r) ^ez b b[ Q) ^ a { -r)= 

= (2>i 0) -2 6 6l 0) )e£ - ▽ 如 a6 (r )， （ 26 . 10 ) 

其中所有导数都是相对于/■求的. 

假设外场微弱，这个问题的求解可以相对于五用逐步求近法 进行. 在零级 


近似，当五=0,电势 ( r ) 是 r 的偶 函数. 注意到当 r -^ oo 时所有函数^和仏 
都必须趋于零，于是由 （26. 10) 我们求得 

7 X < 0) + O 4 0> ) =0. (26. 11) 

我们寻求下列形式的解 

O ) = z fl z ^ (0) ( r ), e<p[°\r) = -Tz a w ( 0 ) (r). (26.12) 

于是方程 （26. 11) 恒等地满足，而由（26.9)我们得到对于0> <()> (|0的方程 ： 

Ao > <0) ( r ) -4 ^ (0) (O ⑺， (26.13) 


其中 



4 ire 2 


eT 




(26. 14) 


这个方程的解是 



(26. 15) 


a 是电解质溶液中的德拜屏蔽半径. 

在下一级近似，我们令 

(0) 4 (1) (0) , ^ (1) / o #； 1 

Ha +<Pa ， (O ak = (O ab ^0) ah , (26.16) 

其中上标 （1) 标志对零级值的小 校正. 因为是标鍰，所有这些校正具有形式五 • 
rf(r) ，其中 /( r ) 仅是绝对值 r 的 函数； 由此所有 0 ^>和<^"是 r 的奇函数.因为, 
按照 （26. 3) 有 

⑴ ，广 2 ) =6)^(^^,) ^( 0 ^( - r ) , 

如果我们记住到处有『 = r a - r ,, 由此也可见 

O) = -col ： } (r). (26.17) 

如果离子 a 和6属于同一类型，下标的交换不能使函数 w ^( r ) 改变，从而 
(26. 17) 表明这样的如： =0. 因此，校正仅对于不同离子对的关联函数才 
出现. 

为简化随后的计算，我们将限于仅具有两类离子的电解质的情况•这个情况 
下仅有一个函数 0)^(0 =-以,"（广）不为零，将 （26. 16) 代人泊松方程 （26.9) 

给出 

A^ n (r) = -^― z./V.w^Cr), (26. 18) 

£ 
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其中 r = r, -r 2 . 考虑到溶液的电中性条件和函数的上述对称性质，容易证实电 
势 ( r ) 满足一个类似方程，因此 =^ n ( r ). 

将 （ 26. 16) 代人方程 （ 26. 10) ，仅保留右边带有的项，结果得到 

7X6 广 +#X(r) +e(6；°^i -C^)A^ l) (r) = 

= ( b\ 0) z x - ^2° >z 2 )€z 1 z 2 E • V o/ 0) ( /*)• (26. 19) 

方程组 （ 26. 18) 和 （ 26. 19) 可用傅里叶分析法求解.这样获得对于傅里叶分 
量如3和 乂广 的代数方程组，它们与（ 26 * 18) 和 （ 26. 19) 的差别是将算符▽和 △ 
作变换 ▽— 认， 4— - k \ (26. 19) 右边函数 cu (0) (r)(26. 15) 的傅里叶分 ft 是 

( 0 ) _ e 2 4tt 

仞 * 一 ~7fkU a~ 2 ' 


我们立即导出对于电势的傅里叶分量的最后结果是 




4TT€^Z { Z 2 q 


ik - E 


eTa k 7 (k 


)(k +qa ) 


(26. 20) 


其中 


( 0 ) 


q 


i - 


)( b , 


( 0 ) 


b (0) 


(26.21) 


2 


因为 z , 和异号，显然有 0<</< l . 

函数是当在 r 2 处有一个离子 2 时，它在 r , 处产生的附加势.相 
应场强是 

<p { 2 l) (r lf r 2 ) = -V^°(r). 

当。 = r 2 (即 r =0) 时，它的值给出所需求的作用于离子2本身的场，并从而改变 
了其迁移率. 


傅里叶分量石^ 因此 


£;"(0) = - I ikcp^ 
这里用 （ 26. 20) 代人，导致积分 


d'k 


(2tt) 


3 


- J ik (p 


d 3 k 


2 k 


(2tt) 3 


1 V ( k 2 


k(k - E ) 


d 3 A ： 


+ a, 2 ) (/c + a_ <?) (2 tt) 


对灸的方向的求平均是用代替^々 • 五） ，然 后对& 的积分由被积表达式 
在极点& = i/a 和 A : = i ^[q/a 的残数加以计算，给出 

^ _ Ea 

\2tt( 1 ^yfq) 


因此作用于离子2的总电场是 
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E . 


( 26 - 22 ) 


Es - E \ x ) {0) = 1 —— 6 >Z|Z2，g \ e . (26.22) 

3eTa( 1 +Vv) 

对作用于离子 1 的电场可得到同样结果，因为根据表达式 （26. 22) 对下标 1 和 2 
的对称性，这是很显然的•用6 (<>) 枕去乘电场（26.22)，我们求得离子所获得的速 
度，如果将这个速度写成心 2 E 的形式，从而方括号中的表达式给出比值 b/b (0 、. 
因此可得所需求的对离子迁移率的弛豫校正为 


e 2 Iz.Zj \q 

b r = - b - 1 2 二 ， (26.23) 

3eTa( 1 ^\[q) 

我们注意到这个效应使迁移率减小. 

电泳校正 

现在让我们接着计算与溶剂运动有关的校正，问题表述如下. 

我们考虑溶液中的一个特殊离子以及围绕该离子的屏蔽云.这个云携带电 
荷密度为 

a 

其中 ，5/ V a 是云中 a 类离子的浓度与溶液中的平均值 / V a 之间的差值.因此，在有 
电场 E 存在的情况下，作用于携带这个云的液体上的力密度为 / = 这些力 

导致液体运动，而运动本身又带走所考虑的中心离子. 

云中离子的分布与该处的场势 P 由玻尔兹曼公式相 联系： 


hN 


2g€<pN a 


因为场 E 微弱，在目前所考虑的问题中我们可以忽略离子云的形变.在球对称 
云的情况，电势由下列玻尔兹曼公式给出为 


■ r/a 


(P =e h 


其中是中心离子上的电荷，而 a 由公式 （26. 14) 确定（见第五卷， §78) .因 
此，离子云中的总电荷密度是 


Sp 


-令2 乂 


a 


4tt« 


(26. 24) 


因为场£所引起的运动很慢，可以认为液体是不可压缩的，所以 


V • » =0. (26. 25) 

根据同样理由，可以从纳维-斯托克斯方程中略去速度的二次项，于是（对定态 
运动）它化至下列方程 


7]A v - V P +/ = 0, 

其中 P 和 T 7 分别是溶剂的压强和黏度. 

在 （26. 25) 和 （26. 26) 中取傅里叶分量，我们有 


(26. 26 ) 
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0 , 


r}k 2 v k - ikP k + Ehp 


以认标乘第二个方程，我们求得/ \ = -认 • 所以 

sp* k 2 E-k(k - E) 

V k = - T - • 

* V k 4 


(26. 27) 


电荷密度 （26. 24) 的傅里叶分量是 


= _ 


a 2 k 2 


(26.28) 


所想知道的中心离子处即 r =0 点，液体的速度由下列积分 


v ( o )= l vt i£v 

给岀.将由 （ 26. 27) 和 （ 26. 28) 得出的 t ; 4 代人，并对（的方向积分后得到 


( 0 ) = 


8 tt f dk 

17 3 J k 2 a 2 + 1 * 


(2tt) 


最后得到 


/ V L 

(0) = - ^- E . 

OlTTja 


这个速度附加于离子通过场的直接作用所获得的速度 ez k b ( b 0 ) E . 因此显然 

的是，所需求的对迁移率的电泳校正为 

6 c i. p h = - \/( 6 ^ narj ) , (26.29) 

对所有类型离子都相同.总校正由两个表达式 （26. 23) 和 （26. 29) 之和给出.两 

者都是负的，并且通过因数〖/«而正比于浓度的平方根. 


A ^r _ — 」 A 
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§27 自洽场 

动理学理论应用的一个广阔领域是等离体.这里所谓等离体我们应理解为 
完全电离气体.①关于平衡态等离体的热力学理论已经在本教程的其它卷中讨 
论过（见第五卷，§78— §80和第九卷， §85) .本书的第三至第五章将专门讨论 
等离体的动理性质.为避免没有任何原则意义的复杂性，（需要时）我们将认为 
等离体仅有两个组分 ：（ 带电荷 - e 的）电子和带电荷 k 的一种类型正离子 • 

像在寻常气体中那样，要使动理方程能应用于等离体，它也必须充分 稀薄； 
气体必须是几近于理 想的. 然而，因为随着距离的增加，库仑力仅缓慢地减小，对 
等离体来说，这个条件要比对中性粒子组成的气体严格得多.目前暂不考虑具有 

不同电荷的粒子间的区别，我们可以写出等离体弱非理想的 条件： 

T » e 2 / f - e 2 N w \ (27. 1 ) 

其中 r 是等离体的温度， yv 是每单位体积的粒子总数，而 f 〜 w 1/3 是粒子间的平 
均距离.这个条件表现为两个离子的平均互作用能远小于其平均动能.上述条件 
还可用不同形式来表达.引进所谓等离体的德拜半径 a , 定义为 

X N a ( z a e )\ (27.2) 

1 a 

其中是对所有类型离子 求和； 可以注意到（见第五卷， §78)， a 确定等离体 

a 

中一个电荷的库仑场被屏蔽掉的距离.用 a 〜 （ r /4 Tr / Ve 2 ) 1/2 代人 （27. 1 ) ，我们有 

e 2 N W5 /T - f 2 /(4 Tra ) « 1; (27. 3) 

在稀薄等离体中，粒子间平均距离必须远小于德拜半径，即一个电荷周围的“离子 


①这个术语是朗缪尔 （ I . Langmiii r ( 1923>> 引进的，他为等离体的系统理论研究打下了基础, 
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云”实际上必须包含许多粒子.对等离体来说，小比值 (27. 3) 起“气态参敏”的作用. 

在整个第三至第五章中（仅§40除外）都假定等离体是经典的.这个意味着 

只须满足一个很弱的 条件： 等离体温度必须远高于其电子组分的简并温度， 

T » h 2 N 2/ l / m , (27.4) 

其中 m 是电子质童（见第五卷， §80). 

对等离体中每类粒子（电子和离子）的动理方程具有形式 




Srl.fp ，， 


(27.5) 


其中/是给定粒子按坐标和动景的分布函数，而 C 是其（与所有种类粒子的）碰 
撞积分.同时，导数 > 由作用于粒子的力确定.这个力又是用所有其它粒子在给 
定粒子位 B 处产生的电场和磁场来表达的.然而，这里出现下列问题 • 

对于中性粒子（原子或分子）的情况，由于相互作用力的迅速减小，仅在原 
子尺度量级的很小碰撞参置处它们的运动才有显著变化，可以解释为碰撞.在这 
类碰撞之间，粒子仿佛自由运动似的；正因为如此，对寻常气体在动理方程左边 
假设 > =0. 然而，在等离体中由于长程库仑力，即使在较大碰撞参景处，粒子的 
运动也会发生显著变化，在等离体中库仑力仅在 距离〜 a 处受到屏蔽，按条件 
(27. 3) 它甚至远大于粒子间的距离（见第五卷 • §78以及本书的§31，题1).然 
而，在动理方程中，并非所有这类情况都要解释为碰撞.动理学理论中，无规碰撞 
是促使趋向平衡态的机理，带有系统的熵的相应增加•但是在大 （ 多 《) 碰撞参量 
处的碰撞不能充当这种弛豫机理.原因是两个带电粒子在这种距离上的相互作 
用实际上是涉及大量粒子参与的一种集体 效应. 因此，能够描述这个相互作用的 
有效场也是由大量粒子所产生的，即具有宏观性质的场.于是整个过程变成宏观 
上确切的过程而不是一个无规过程；这类过程不能引起系统的熵增加 • 因此，必 
须将它们排除在施加于动理方程右边的“碰撞”概念之外. 

这种划分相当于将作用于等离体中某一个粒子上的电场 e 和磁场 * 的严格 


微观值表示成 

e = E + r h 二 B + h ’ ， ( 27. 6) 

其中£和5是对这样的区域求平均后的场，该区域包含许多粒子，并具有尺度 
远大于粒子间距离，但远小于德拜半径 • 于是项^和乂描述场的无规涨落，它引 
起粒子运动的无规变化，即 碰撞. 

在 (27.6) 中， E 和 B 的精确意义是，它们乃是给定粒子位置处的平均场.因为 
假定等离体是稀薄的，可以忽略其中粒子同时位置间的关联 • 于是，每个给定粒子 
的位 罝决不 是有区别性的，因此可以认为五和 S 正好是作为宏观电动力学的寻常 
意义上求平均后 的场. 这些“场”将确定洛伦兹力，它要被用来代替 (27. 5) 中的 >■ 
本章中所要讨论的现象，将是等离体粒子间的碰撞在其中并不重要的那些 
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现象 • 这种等离体称为无 碰撞等 离体. 对于碰撞可忽略的确切条件 ，一般 来说依 
赖于问题的特定 提法. 但 一个必 要条件通常是要求有效碰撞频率以粒子平均自 

由时间的倒数）应该远小于所涉及过程中宏观场 E 和 B 的变化频率 

v « ( o . ( 27. 7 ) 

由于这个条件，动理方程中的碰撞积分远小于 d // dt . 即使粒子的平均自由程 
/〜V 〃远大于场发生变化的距离 u 场“波长”），在这样的情况下碰撞仍可忽略. 
若令 1/ L 〜 I 我们可将这个条件写成 


v « kv . (27. 8 ) 

同时，碰撞积分远小于动理方程左边的项 t ； • 

当忽略碰撞积分时，对于电子和离子分布函数人和/的动理方程变 成：① 


dt 


V 


dr 


e E 




+1> 





dr 


+ ze l E 


+ — V X B j 

- v x B j • 


a /, 


= o . 


> 


对这些方程我们还应加上求平均后的麦克斯韦方 程组: 


()• 


(27.9) 


V xE =—— — , V.B =0, 

c dt 

(27. 10) 

V xB =— — +— : =4 ttp ， 

c dt c 


其中 p 和 y 是平均电荷密度和平均电流密度，它们可以通过明显的公式用分布 
函数来表达： 


P : e f( z fi - 人 ) 心， 

j = « J ( zf x - /J v^p. 


( 21 . 11 ) 


方程 （27.9) — （27. 11) 形成耦合方程组，用来同时确定分布函数人，/,和场 
五,这样所确定的场称为自 洽场. 自洽场是由弗拉索夫 （ A . A . B^cob( 1937)) 
引进动理方程 内的； 方程组 （27.9)—(27. 11) 称为弗 拉索夫方程. 

根据前述讨论，具有自洽场的无碰撞等离体中，分布函数的时间演化并不伴 
随熵的增加.因此无碰撞等离体本身不能导致统计平衡的建立.这从方程 （27.9) 
的形式显然也可直接看出，其中五和0形式上仅是作为外场而强加给等离体的 • 
动理方程 （27. 9) 中的每一个都具有形式 


①严格地说，有磁场存在的情况下，粒子的相空间要定义为空间，其中 u , r )/ c 是 
广义动景.但是 d 、 d 3 i > = d 3 * d 2 p ， 因为新增的4仅改变空间中每点动既的零点.因此我们可以继续把分布 
函数与 d \ d 3 p 相联系. 



28 等离体中的空间色散 


1 = 0， (27.12) 

其中全导数意味着沿粒子轨道求导.这类方程的通解，是在场 E 和中粒子全 
部运动积分的一个任意函数. 

§28 等离体中的空间色散 


我们可以将方程 （27. 10) 重写成宏观电动力学中更通常的形式，使之除包 
括电场五外还包括电位移 ！>• 我们通过关系式 

^ =y, > = -p ， ( 28 . 1 ) 

ol 

定义电极化矢量连续性方程 - dp / 扣保证了这两个公式的相容性（关于 
这个定义将在本节后半部分进一步讨论）.于是利用 D =£ 方程 （27. 10) 

变成 



在弱场中，电位移 D 与电场五之间的关系是线性的 .® 但即使在寻常介质 
中，该关系也非瞬时性的在某一时刻 t 的值，一般来说，不仅依赖于 
E ( t ， r ) 在该瞬间的值，而且依赖于在所有以前瞬间的值（见第八卷， §58) •而 
且，在等离体中，它还是一个非局域 关系： 在某一点的值，不仅依赖于 
£( t ， r ) 在该点的值 ，而且 一般还依赖于在整个等离体中的值 • 这是因为等离体 
中粒子的“自由”（即无碰撞）运动是由沿其整个轨道的场值所支 配的. 

函数与五 （ f ， r ) 之间的最一般线性关系，（在未受扰等离体处于定态 
的假设之下）可以写成下列 形式： 


D a ( t , r ) = E a ( t , r ) + f (t - ， r ， r ，) x E ,( t f f r f ) d 3 x f dt \ 

(3D 

对于空间均匀等离体，积分算符的核函仅依赖于其空间自变量的差值 r - r ’. 
写 r - 〆 = T ， 我们可以将上述关系式重写为下列形式 


D a (/,r) =E a (/,r) + I j ^ ali (T,p)E f} (t-T 9 r-p) d 3 pdr. (28. 3) 

0 

通常，利用傅里叶级数或傅里叶积分的展开，可将场表达成一组平面波，其 
中 E 和/>正比于对于这种波， D 和 E 之间的关系变成 


①关于弱场的条件将在§29中予以表述 ♦ 
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(28.4) 


D a (⑴， 

其中电容率张量是 

00 

e ^^ co . k ) = 8^ + 〜 3 P d T . (28.5) 

0 

按照这个定义，直接得出 

〜（ - 仞 ， - 灸 ）= 4( w ，炎 ） • （ 28. 6) 

因此£和 D 之间的关系的非局域性，其结果是等离体的电容率不仅依赖于 
频率而且依赖于 波矢； 后者被称为空间色散，与频率依存性被称为时间色散（或 
频率色散）类似. 

回到方程 （28. I )和 （28. 2)，我们可以想起，在寻常介质中可变场的麦克斯 
韦方程组的表述中，电极化强度 P 的引入同时也伴随着磁化强度 A / 的引进，平均 
微观电流被分成 d / Vd £ 和 c ▽ xAf 两 部分； 在平面波中，它们变成 - 和 icA : x 
然而，存在空间色散情况下，当所有量反正依赖于 A 时，这个划分是不适当 
的. 

我们还注意到，如果电流 y 和电荷 密度 〆 如在 （28.1) 中那样）全被包括在 
电极化强度/^的定义中，则后者一般既依赖于电场五，又依赖于 磁场汉 然而，按 
麦克斯韦方程组 （28. 2) 的第一对方程，它们仅包含 i ? 和£这两个量， B 卩（对于平 
面波）有 A : 和 A • 5 = 0. 因此，磁场5可以用电场£：来表达♦从而电 

极化 尸可仅 用五来表达，如根据 （28. 3)—（28. 5) 给出的的定义中所暗指的 

那样， 

对波矢的依存性，在函数^^(0，幻中引进一个有区别性的方向，即其自变 
量*的 方向. 因此，当存在空间色散时，即使在各向同性介质中，电容率也是一个 
张量，这种张 ft 的一般形式可以写成 

cs KK 

乘以~后， （28. 7) 中第一项给出对电位移 D 的贡献垂直于波矢 I 第二项给出 
的贡献平行于 At . 对电场£垂直于*或平行于 A 的情况 ， D 和五之间的关系分别 
简化为 D =心£或 D = S ] E . 标量函数心和 &分别称为橫向和纵向电容率.它们 
依赖于两个独立变 M : 频率和波矢的绝对值 L 当 Ar —0 时，区别性方向消失， 
于是张量必须化至形式 H 中 dw ) 是寻常标量电 容率. 相应地 

和 A 的极限值 相等： 

e x ( o> ,0 ) = ^, ( ,0 ) = £•( w). (28. B) 

按照 （28. 6) ，标景函数 & 和 & 具有性质 

-a) 9 k) = (a) 9 k) , s t { - (o ， k) = e* ((o ， k) • (28. 9) 

空间色散并不影响 A 和心作为复变量 w 的函数的 性质. 关于无空间色散寻常 


((Oyk ) =e t (a),k ) 


eAco ， k)^^ 


(28.7) 
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介质电容率 Ho ;) 的全部已知结果（见第八卷，§62)，对这些函数仍然有效. 

我们在本章中将仅考虑各向同性等离体.必须强调这不仅意味着没有外磁 
场，而旦意味着（在未受外场扰动的等离体中）粒子动跫分布的各向同性.否则， 
会出现新的区别性方向，使的张童结构更加复杂 • 

前面早已指出过，等离体中空间色散的起源，是与粒子的“自由”运动对沿 
其轨道的场值的依存性有关的.当然，实际上对粒子在其轨道任一点的运动有显 
著影响的场值，不是沿整个轨道的场值，而仅是沿轨道相当短一段的场值.这些 
长度的数嚴级可能取决于两种机理：碰撞机理，它们扰动了沿轨道的自由运动， 
或在粒子飞行期间对振荡场的求平均 机理. 第一个机理的特征距离是粒子的平 
均自由程/〜6/〃;而第二个机理的特征距离是，这是粒子在场变化的一个周 
期内以平均速率》横越的距离 • 

在表达式 （28. 3) 中， D 和£在空间不同点的值之间的关联范围，相当于使 
函数 A 、（ t ， P ) 显著减小的距离因此我们可以肯定地说，这些距离的数最级 
是由 Z 和中较小的一个给出（并且，对粒子（电子或离子）应选其中具有较 
大值的）.①如果 v « w ， 则 〖/ w 较小，于是 

r cot ^ (28.10) 

当 O 时，空间色散是值得重视的，而当 «1 时，它 消失； 在后一情况， 
(28. 5) 中1，而积分不再依赖于 L 因此，用 （28. 10) 的，我们发现，对 
于相速如/&与等离体中粒子平均速率可相比或小于后者这样的波，空间色散是 
重要的.在相反极限情况下，当 

to » kv ( 28,】1 ) 

时，空间色散是不显著的. 

重要的是要注意到，等离体中的值可能远比粒子间平均距离（ 〜 N -， 
大.恰好是这个条件使得，即使在色散值得重视的情况下，通过电容率对空间色 
散作宏观描述成为可能.让我们注意到（见第八卷，§83)，寻常介质中关联长度 
是由原子尺度代表的，因而宏观理论可适用的条件已经要求满足不 等式心 _ << 
1( 波长必须远大于原子尺 度）； 正因为如此，这种介质中的空间色散（例如，所谓 
自然旋光性中所显示的）永远只是小校正. 

§29无碰撞等离体的电容率 

在任意 A 的一般情况下，当空间色散起重要作用时，电容率的计算需要应用 
动理 方程. 我们将在等离体的介电极化仅涉及电子，而离子的运动不重要这样的 
假定下（这称为 电子等离体） 来进行 计算. 允许这样假设的条件，以及这些结果 


①对于心，这是正确的•对于 q (若由于粒子沿场的扩敗，(技 / o »)' 
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的推广，将在§31中讨论. 

对于弱场，我们寻求/=/。+5/形式的电子分布函数，其中/。是未受场扰动 
的均匀各向同性定态分布函数，而 5 /是在场的影响下分布中的变化部分.在动 
理方程中忽略二阶小项，我们得到 


dt 


as/ 

dr 



Lp xB 

c 



^fo 


在各向同性等离体中，分布函数仅依赖于动罱的绝对值 • 对于这种函数，矢量 
时 〆 沖 的方向与 P = rnv 的方向相同，它与® x 的标积为零.因此，在线性近似 
下，磁场并不影响分布 函数. 对于 8 /的方程结果是 


^ ® ^ = eE • —. ( 29. 1 ) 

dt dr dp 


求得 






数5/弓电场1? 一起被假定为正比于 exp [ i ( A : • 于是由 （29. 1 ) 


5/= 77 ^^~~ r -^. (29.2) 

i( A: • 1 ； - (o) dp 

关于电场要小的条件起因于要求5/远小于/。.（29.2)中3/。/卽的系数是电子在 
电场芯中所获得动量的振幅.这个振幅必须远小于（按分布/。所确定的）平均动 


量 mv. 

未受扰等离体中，电子电荷密度在每一点都被离子电荷所平衡，而电流密度 
恒等于零，因为等离体是各向同性的.受场扰动等离体中所出现的电荷密度和电 
流密度是 


p = - e J 8/ d 3 p , J = - e j v 8/ d 3 p - (29. 3) 

像&/那样，这些量也正比于 exp [ i (( • r - o ><)], 而按照 （28. 1)，它们与电极化 

强度的关系由下列公式给出 •. 

iAr • 尸= - p ， - icoP = j . (29. 4 ) 

然而，对于 （29. 3) 中的积分，需要更精确地规定进行积分的方法，因为函数 

5/有一极点在 

(0 二 /c • v • (29. 5 ) 

为了对积分赋予意义，我们将考虑的不是一个严格谐波场（,而是从 I = 
-00 无限缓慢地施加上的场.场的这种描述相当于对其频率增加一个无限小的 
正虚部，即用带有+ 0的0； + 代替于是我们有，当 - 00 时 Eoce _ 

0 ;而当 * 时由因子，引起的场的无限增长是不重要的，因为因果性原理表 
明，它不能影响在有限时间 r 听观察的结果（可是，对5 <0,场会在过去为很大， 
这会使对场为线性的近似不适用） • 因此，回避极点 （29. 5) 的围道定则取 决于下 


列 替换: 
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0 ) — ►<<> + iO ; ( 29* 6 ) 

这是由朗道 U . fl . / IaH fl ay ( 1946) ) 首先建立的. 

定则 （29. 6) 的依据还可从另一个不同的观点得出，即通过在动理方程中引 
进一个无限小碰撞积分 C ( f ) = 8/ 而得出.在方程 （29. 1) 右边增加这种项， 
相当于在项兆//扣=中作变换 + 于是，当0时，我们再次得到 
定则 （29. 6) •① 

应 用定则 （29. 6) 求积分涉及下列形式的积分 

^>0. 

J z - \8 

擊 OD 

在这种积分中，复 Z 平面上的积分路径从点2 =必下面通过；当 6—0 时，这相当 
于沿实轴但沿极点 z =0下面一无穷小半圆通过的一个 积分. 这个半圆对积分的 
贡献由被积函数的残数的一半给出，结果是 

j = p / ^d 2 + iiT/(0), (29.7) 

其中 P 表示积分的主值.这个公式还可用符号方式写成 

」^ = P 丄 + hrS ( z ), (29.8) 

z - iU z 


其中 p 现在表示在随后的积分中取主值 • 

让我们来计算等离体电容率的纵向 部分. 为此应用 （ 2 9. 4 ) 的第一个关系 
式，我们用从 （29. 3) 和 （29. 2) 得出的如代人 其中： 



f 8 f 0 

J Yd 


dp i(k 


龕 


t ; - o > - iO ) 


令电场 E (因而电极化强度 P ) 平行于 纥于是 4 77尸=(心-1)£.从而我们得出具 


有任何定常分布函数 /( P ) (省略掉对/的下标的等离体纵向电容率的下列公 


式: 



(29.9) 


我们取 J 轴沿 t (29. 9) 中被积函数内，仅有/依赖于 p , 和/ V 因此，通过引用仅 
相对于的分布函数 


f ( p x ) = J /( p ) dp r d/> lt 


①在这个分析中，基本上要取两个极限 ：小场 的极限（方程的线性化）和 0 的极限.必须注意到 
首先取前一个极限.这个颐序的必要性是由于要满足线性化条件《/<</。而引 起的； 当^=0时，增鏺 S / 在 

k • v ^( o 趋于无穷. 
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可将上述公式写成不同形式.于是 







(29. 10) 


在各向同性等离体中， /( pj 是偶函数. 

立即可以注意到一个重要结果.无碰撞等离体的电容率是一 复景； 积分 
(29. 10) 的虚部由 （29.7) 确定.这个重要结果将在下节中进一步 讨论； 这里，我 
们将考虑由积分 （29. 10) 所定义的频率 w 的函数的解析 性质. 根据电容率的一 
般性质，大家知道这个函数仅在复0的下半平面上能有奇点（见第八卷，§ 62), 
这是定义 （28.5) 的推论，然而，我们来察看它怎样直接从公式 （29. 10) 得出，并 
阐释这些奇点与分布函数 /( h ) 的性质之间的关系，这样做是有益的 • 

利用对积分变量的记号变换，我们可将 （29. 10) 中的积分写成 


/ 

C 


d /( z ) dz 


dz z - < o/k 


(29, 11) 


C 


(o/k 


a ) 


C 


积分路径取为沿复 z 平面上的实轴，但在点 z ^ oy/k 
下面通过（图 7 a ). 于是积分 （29. 11) 也在勿的整个 
上半平面定义一个解析函数：对任何这种 oi ， 积分路 
径总是从极点^ = co / k 下方通过，如应该的那样.然 
而，在这个函数向⑴的下半平面的解析延拓中，需要 
从极点下方通过就要求积分围道的适当移位（图 
7 b ). 但是函数 d /( z )/ dz , 对实 z 它是正则的，对复 a 

一般具有奇点（比如说，在\)，其中有些在下半平 
面.当极点2 = a / A ： 接近一个奇点2。时，不可能使积 
分围道 c 远离这个极点，而 C 被紧夹在两点之间.因此，函数 （29. 11) 在 
半平面具有的奇点，其的值与 d /( z )/ dz 的奇点重合 • 


© 


lmr=0 


b) 



lmz =0 


图7 


的下 


§30朗道阻尼 


我们早已指出无碰撞等离体的电容率是复燉+心').利用公式 
(29. 8) 将虚部分出，我们有 

= 一 4 TT 2 e 2 f — •矣5 ( a ) - k • v ) d 3 /), (30. 1) 

J dp k 


或 


4TT 2 e 2 m c l/( P x ) 

k 2 dp. 


(30.2) 


大家知道，复电容率意味着介质中电场能有 耗散. 关于每单位时间和单位体 
积内所耗散的单色电场的平均能量其公式可表述如下.如果这个场用复数形 




式写成 


§30 朗道阻尼 
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于是在各向异性介质的一般情况下① 

。=告•+ [茗二(仿，幻 - 茗岵(似，灸)】五: (30. 3 ) 

耗敲由张凿的反厄米部分所决定.如果这个张量是对称的，该部分正好是张 
最的 虚部： 


(30.4) 

在纵场情况，只有纵向电容率的虚部还 存在： 


Q : 


0 ) 

8 tt 


e\\E\ 


(30.5) 


用 （3 (L 2) 代人，于是给定情况下求得 


n . r , 2 Trme 2 (o d / (/ >J 

V = 一 1 /! I -一^-:- 

2 k 2 dp x 



(30.6) 


因此，即使在无碰撞等离体中也出现耗散，这是朗道 （71. fl . 7 Ia Hfl ay (1946)) 
所预言的现象，并以 朗道阻 尼著称•由于不依赖于碰撞，它与寻常吸收介质中的 
耗散现象根本不 同：无 碰撞耗散并不含有熵的增加，因而是热力学可逆过程（在 
§35中我们还将要讲到现象的这个方面）. 

朗道阻尼的机理与空间色散有密切联系. TH 如由 （30. 6) 可以看出的，耗散 
归因于那些电子，它们在电波传播方向的速率等于波的相速\ 这类电子 

被说成随波同相运动②.对于这些电子来说，场是定常的，因此能对它们作功，对 
时间求平均不为零（如对其他电子进行的那样，因为电场相对于它们是振荡 
的）. 不应用动理方程而直接推导 （30. 6) ，这样更仔细地来考察这个机理是有教 
益的. 


① 这个表达式是从一般公式 

Q - (E ^ Z ))/(4 ir ) 

得出的•其中角括号 （ >表示对时间平均（见第八卷，§6〗>.这里假设£*和£)是实录.如果将£表示成复 
贵形式 ，在(？的公式中必须用 +( 迟 + ) 来代替 £. 相应的矢馱 D 具有分挵 

+ 似，〜-如， ■*)〜• 1， 

而矢儀 D 具有分 M 

▼ 

e <^e ( 仞，歡 ） - oj f -k) . 

对乘积 £ • /> 求平均并应用性质 （28.6>. 我们得到（30.3)(比较116页的脚注） • 

② 我们注意到，在这方面差值 ai-t • 0是在同电子一起运动的参考系中电场的频率. 
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设沿 x 方向的弱电场为 

E ( t ， x ) = Re \ E 0 e iikx ' ut ) e ,s \ , (30.7) 

因子描述电场是在 f = -00 开始缓慢施加的.一个电子在此弱电场中沿 at 方 
向运动.我们将寻求运动电子的速率和坐标 x 的下列形式 

w = w 0 + bw ^ x = x 0 + hx ^ 

其中 和以 是对具有恒定速率％的未受扰运动 X 0 = w 0 t 的校正 • 电子的运动 
方程，相对于小量作线性化后，是 


m 


dbtv 

df 


= -eE(t 9 x 0 ) = - eKe j E 0 e\p[ ikt(w 0 - <o/k) ] e <5 1 • 


由此 


bw 


-—Re 


E (广，欠 o ) 


m i 灸 （ — a)/k) + d' 


bx 


e 


Re 


£(£,欠 0 ) 


2 


tn [ \k( tv Q — aj/k) + 8] 

场对电子每单位时间所作平均功是 

q = — e{wE{ t f x) ) = - e((w 0 + bw)E( t y x 0 + 8x ) 〉 


(3( X 8) 


ew 


/—bx 
o\ dx 0 


-e(hw • E( t,x 0 )), 


或者，用复数形式①, 




^ Re ( ~ — + bw • E m 

2 L 3 戈 o 




用 （30.7) 和 (30. 8) 的£：，仏和 M 代人，经过简化后给出 


2m 


w 0 8 


dw 0 S 2 k 2 (w 0 — (o/k) 2 

现在还要将 <? 对具有一切初始动量 P « = wu ;。 的电子求和: 


0D 


Q 




e 2 \E\ 

2 


2 


00 


I 


诏 0 厶 


_ AL 

k 2 (w 0 - (o/k) 2 ^P x 




(用分部积分法 h 过渡到极限是利用下列公式 


8 


lim -， 7 

6-0 S +z 


tt 8( z ) 


(30.9) 


①如果两个具有时间周期性的 M 4和 s 写成复数形式 （ 则 

〈 Re 4 • Re B ((A+A^)(B+B m )). 

4 

乘积 / li ? 和,4, •含有《 - 2 〜*和 e 2 〜，求平均后结果为零.剩下为 

(Re ^4 • Re B) — AB m ^ A 0 B) = —Re( AB ^ ). 
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作出并直接导致 （30.6). 

与无碰撞耗散的可逆性质相一致，热力学条件并不要求 （？ 为正（如对真正 
耗散所要求的那样）.当分布 /( P ) 为各向同性时，表达式 （30. 6) 总是正的（见习 
题）.然而，对于各向异性分布 W 可能为负量 ：于是 平均来说电子将能量传递给 
波，而不是相反①.这类情况与等离体的可能的不稳定性密切相关（见§61)，因 
此，条件 >0( 从而， >0) 只是等离体态的稳定性的结果. 

根据朗道阻尼的上述物理图像的观点，公式 （30. 6) 中导数 df / d Px 的存在可 
直观地解释如下.与电场的能童交换涉及具有速率 L 接近的粒子，具有\ 
<( o / k 的那些粒子从波获得能量，而具有 v x > co / k 的那些粒子失去能量传给波 • 
如果前者的分布比后者多得相当多，波将损失能 童. 

习 题 


证明在各向同性等离体中，无碰撞耗散 C 总是正的. 

解： 在各向同性等离体中，/仅是/> 2 +义的函数，其中 P , 和/^是 〆 相对 

于 A :) 的纵向和横向 分量. 我们写出 



+ /> 2 1 ) Trd (/> 2 1 ) 


0 


因为当 〆 一►» 时,/( 〆 ）一结果得到 

d /(/Q 一 

因此，当 p x = ( o/k >0时 ， d // dp : <()• 


- 2 吧/(心 ， 


§31 麦克斯韦等离体的电容率 


我们可将公式 （29. 10) 应用于具有平衡（麦克斯韦）电子分布 


ApJ 


{2nmT t ) 


exp 


(一 


2 

P , 

2 mT 


(3 K 1) 


的电子等离体，其中是电子气的温度（属于电子的量用下标 e 标志，目的在于 
以后还将考虑离子组分）•我们求得 



(31.2) 


①上 面所给 （30. 6) 的直观推导，并不依赖于分布的各向同性，表达式 （30. 2) 也是如此（见 §32). 
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其中函数 F (；0 由下列积分定义®: 


FM =-hl 


e ^ ：2 dz 


V^r 2 - A - 沿 y^r 


令 / 


e ~ ,2 dz 

z - X 
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xe 


(3 L 3) 


而所用参量为 



， «c 


4 nl\\e 


(3 L 4) 


量 ~ 是电子的某个平均热速率； ^ 是德拜半径，由电子的电荷、温度和密度确 
定. 

关于函数 F ( x ) 对 x 很大和很小时的极限表达式，很容易直接由定义 


(31. 3) 求得. 对于 x » l , 我们写出 


fL p f e " dz 

^ J 2 - X 


VtT 


V^TT 


2 Z \ 

7 + 7 叫 


ds 


x 的奇次幂项的积分为零，剩余项给出 


F ( x ) 


2 x 2 4 x 



xe 


x » L 


(31. 5) 


对于 a ; << 1 ，我们苗先作积分变量的变换 z ^ u 十欠，然后以 x 的幂展开 


x p C e 1 di 

V J Z _ X 
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2 _ 2 

e ^ 2 dz xe ' % „ f - M 2 - 2ujr du 
- = - P e — 

z - x J u 




(丄 


2 x I du . 


第一项 （ u 的奇次项）的积分的主值为零，而第二项给出 

F ( x ) « - 2 x 2 + i \/irx $ x « i . 

这些公式可用来写出对电容率的极限表达式.在髙频，我们有 

il 2 / 3/ c 2 vl . \ 


(3 L 6) 


①关于 F(x ) 的各种表示式以及详细数值表，在法捷耶娃，捷连梯耶夫的书 《复 变用:概率积分数值 

表》 (B. H. OaflfleeBa, H. M. Tepenrhen 9 Ta6^nubi 3HaqeHHft MHTerpa^a Bepo 只 Tnocreft or KOMw/ieKCHoro 
apryMeHTa - M- : rocxexH3ffaT, 1954.) 中给出 •[ 英译： V. N. Fadd 枕 va N. M Terent’ev, Tables of Values of 

the Function w(z) = e " ,2 [ 1 - (2\//ix) e t2 dt] for Complex Argument, Pergamon f Oxford f 1961 ]他们所表 

列的函数 m (x ) 由 F( 欠 ）= i 太 ） 相联系•亦见 M* Abramowitz and I. A ， Stegun* Handbook of Mathemati¬ 

cal Fimclions, National Bureau of Standards, Washington, 1964; Dover Publishing Company f New York ^ 1965. 
另一个方便而且更加全面的表是 Z(x) = F(x)/x 的表，见 B. D. Fried and S. D, Conte, The Plasma Disper¬ 
sion Function f Academic Press, New York ， 1961. 
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-r - rexp ( • — 

2( kv Te ) 3 2 k 


,当 ( o / kv Te » 1 


(3 L 7) 


这里引进参量 


a c y m 


(31.8) 


是对于电子的所 谓等离体频率或朗繆尔频率 .在 < o / kv Tt »1 的情况，空间色散 
正应该仅导致电容率中的小校正，其中 A 的虚部是指数式地小，因为在麦克斯 
韦分布中仅有指数式小分数的电子具有 速率匕 = co/k » v Tc . 电容率的极限值， 
它不依赖于 I 是 

e {< o ) = 1 - ( Q e / o )) 1 • (31. 9 ) 

这个表达式对纵向和横向电容率都适用（见 （28. 8)). 可以通过简易论证很容易 
地推导出这个结果，而无需应用动理方程. 

的确，当 A —0 时，可认为波场是均勻的，于是电子运动方程 mt ； = - eE 给出 


v = 


所以由于电子引起的电流密度是 


-E. 


另一方面，我们还有 


\coP 


UO 


(co) 

4 tt 


将这两个表达式进行比较，即给出公式 （31. 9). 
在相反的低频极限情况，我们有 


注意到，空间色散消除了寻常导电介质中电容率在 w =0的极点.同时注意 
到，低频电容率的虚部也是相对很小（虽然不是指数式地小），这个情况是由于 
满足条件& •!； = CU 的电子相体积 很小. 

§29中已经表明，积分 （29. 】0)所定义的函数 £,( w ) 在 w 的上半平面没有 
奇点，而它在下半平面的奇点由作为复变量 h 的函数的 df ( p x )/ dp x 的奇点确 
定.然而，对于麦克斯韦分布，函数 

d / U ) t p \ \ 

Y”,e xp ( 

在复 h 平面有限距离的任何处都没有奇点（即是整函数 ）• 因此，无碰撞麦克斯 
韦等离体的电容率也是 w 的整函数，对有限 w 没有任何奇点 • 

迄今为止，我们仅考虑了等离体的电子组分对电容率的 贡献. 离子组分的贡 
献可按严格相同方式进行计算，而对 A - 1的两部分贡献是简单地相加.因此, 
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我们得到公式 （31.2) 的明显 推广: 




2 


F 




下标 e 和 i 分别表示属于电子和离子的 




y T v 1/2 v 

T, 

\m) ’ 0 

p • — — 

、 /2, 

• 4irN i (ze) 2 - 


1/2 


AnN^ze) 

M ~~ 


(3 L 11 ) 


(3 L 12) 


其中 M 和 ze 是离子的质最和 电荷. 表达式 （31. 11) 适用于“双温”等离体，其中 
每个组分具有平衡分布但带有不同温度，所以电子和离子相互之间没有达到平 
衡.这样的情况是很自然发生的，由于质暈的很大差别阻碍了电子离子碰撞中能 


量的交换. 

最通常的情况是同时 t ； r , <<&• 注意到总是还有 A «仏，容易推出 
当 >> h r , 时，离子的贡献可以忽略，从而公式 （31.7) 是有效的•在相反 

的极限情况，我们有 


(hj 2 + (ka,) 2 V 2 ( ka t ) 2 kv ri 9 

a) « kv n « kv Tc . (3 L 13) 

kv Ti « (O « 灸％的情况将在 § 32 中讨论. 

§30和§31中已经作出的所有计算都是关于电容率纵向部分的•横向电容 
率的计算不大 重要. 问题在于横场通常归纳为寻常电磁波，它们的频率和波数由 

关系式 w /灸 = 0 /^相联系，同时 (o/k >c» v Te , BP cu » / ch , 所以空间色散很小 
而电容率由公式 （31.9) 给出.对于这些波也没有朗道阻尼，因为波的相速超过 
光速，于是等离体中不含有能随波同相运动的任何粒子（严格地说，这个陈述的 
证明要求相对论性处理，见习题 4). 


习 题 


1. 等离体中有一个静止的小试验点电荷〜试求此电荷所产生的电场的 
电势. 

解： 当考虑到等离体的极化时.该场由方程 V.D =4*176,5(/*) 确定. 对于恒定 
场，电位移和电势的傅里叶分量由关系式=^,(0,^)£* = - ike 八 Q ， k)<p k 相联 

系.因此，对于史 4 的方程我们有 

ik • D k = k 1 e'(0 ， k)tp k =47re,. 

取 （3 L 13) 的心（0必），我们有 
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中 k 


k 2 


a 


-2 


a 2 =a: 2 + af 2 


相应的坐标的函数是 


€ l ^r/a 

(p = — e 
r 


因此电容率 （31. 13) 描述一个静电荷的屏蔽.与第五卷.§78相一致.电荷很小 
的条件是 q << 即 ， e , 必须远小于体积〜 a 3 中等离体粒子上的电荷 • 

2. 计算等离体的横向电容率. 

解：通 过应用 （29. 3) 的 ） 所计算的电子极化强度尸= -)/( ) ，我们获得电 

容率张量① 
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分出的橫向部分为 
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k a k fi ， 




它由积分 


2ire 
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( x ) 
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df 
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dp ± k 鲁 v — — iO 


( 2 ) 


给出•其中=爪1^是垂直于 it 的动量分量 • 对于麦克斯韦分布，对积分, 
最后给出 


£ 


4尸 

(X) 



(3) 




其中函数/^^由（31.3)给出 ：离子 组分对 A - 1也作出类似的 贡献. 在极限 情况. 
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(5) 


3. 对于极端相对论性电子等离体，具有温度八 >>mc 2 , 试确定其电容率 
(B. n . Cmtihh ,1960 ). 

解：即 使对于相对论性情况，动理方程仍保持（ 27 . 9 ) 的形式 • 因此，例如 
(29.9) 和题2中的 （2) 这些公式仍相应地保持有效 • 在极端相对论性情况，电子 


①这个表达式并未假设等离体是各向同性的 ♦ 
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速度电子能量是 cp , 而平衡分布函数是 


Ap) 




SttTI 


e 


-cp/7\ 


纵向电容率求得为 


4ire 2 c r f /(p)cos 0 ^ 2irp^dpdcos 0 
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kT e 
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kccos 汐 一 - iO 


(6) 
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其中 （9 是灸和 I ； 之间的夹角 ./ 对 2 仰 2 dp 的积分给出 *^ V C . 然后对 dcos 0的积分 


按回避规则从极点 cos e = ( o / k 下边通过，导致结果 
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类似地.从 (2) 出发，我们求得横向电容率为 
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tt[ 1 - co 2 /( c k') ] f a)/k <c f 
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( 8 ) 


0 ， o)/k > c. 

4. 对于非相对论性 （t « me 2 ) 电子等离体.当 ( o / k 〜 c >> t ; re 时，求 A 的虚 
部 ( B，n • Chhhh , 1960 ). 

解：根 据公式 （29.9)( 它对任何电子速率都是正确的）.我们通过对 dcos 0 
积分求得 
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k y T 


pidp , 尸 
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(9) 


Pm 


^ C \t 一 

(仅当 (o/hv < 1 时，极点 cos 沒 = 0 )/( / ct ;) 才位于对 cos 沒的积分围道上；因此，对 
dp 的积分的下限相当于1； = 0 >/幻.对于八« me 2 的分布函数，对所有电子速率 
都有效，是 

N 一 ' 
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( 2 TrmT e ) 

e = c(p 2 + m 2 c 2 ) 

( 归一化积分的值由 e - me 2 ^p 2 /2m - T f « me 2 的范围确定） • 在积分 （9) 中，当 
~ c 时， p 值的重要范围是在下限 附近. 在指数中令 


e(p) 〜 (P ro ) + 盡 


(X) 


P n P 


(P -pj =^(Pm) +y(P 一 Pm) 


( 而在指数的系数中令并对 P 从0至 * 积分，我们得到 
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„ I ~ tt ~ 仞汉 1 me 

€x ~V^~ (^r c ) 3 l -((o/kc) 2eX? t _ 7 

这给出当 co /( fcc)—l 时 e ; 趋于零的 形式. 

§32 纵等离体波 

空间色散使得纵电波在等离体中的传播成为可能•对于这些波，频率对波数 

的依存关系（或所 谓色散关系） 由下列方程 给出： 

e x ( ( o , k ) =0. (32. 1 ) 

的确，当 A =0时，对于纵电场£有 D =0. 同时令 B =0,这样麦克斯韦方程组 
(28.2) 的第二对方程恒等地得到 满足. 第一对方程中还有 ▽ xE =0 也是满足 
的，因为忍是纵场：^ xE ^ ikxE ^ O . 

方程 （32. 1) 的根是复 M(w W〆 ）. 如果电容率的虚部4 >0,则这些根 

位于复…平面的下半平面， B 卩， o / cO . ffl y = 是波的阻尼率，因为阻尼正比 

于 e ' r ， . 当然，仅当 y << 〆 时才存在传播着的 波：阻 尼率必须远小于频率 • 

如果我们假设 

a ) » kv n » hv n % (32. 2) 

可以得到方程 （32.1) 的这种根•于是振荡仅涉及电子，函数^(如，/0由公式 （31. 7) 
给出.方程4=0可通过逐步求近法来 求解. 在一级近似下 ，忽略 依赖于&的所 
有项，我们求得① 

(0=0,., (32.3) 

即波具有不依赖于 A : 的恒定 频率. 这些称为 等离体波或朗繆尔波 （ I . Langmuir , 

L . Tonks ,1926) •它们在下述意义上： 

ka « 1 , (32.4) 

V * 

是长波，正如当时由 （32.2) 得到的 • 

为了确定频率实部中与々有关的校正，只要在 〆 的校正项中令 (0=0 , 就行 

了，于是我们得到 

o > = ( 1 + 夺 A ： 2 a : ) (32. 5 ) 

( A . A . BjiacoB ， 1938) • 

在这个情况下，频率的虚部是 

( o n — ~ ( o > t (32. 6 ) 

与 y —样是指数式地小•为了确定它（以及还有指数的系数），我们必须将已经 



①如果把离子振荡包括在内.按 w 2 =次+化，仅会给出这个頻率的稍许位移. 
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校正过的值 （32. 5) 代人 <，结果得到 


y 



a 


( ka ，) 


exp 


2( ka e ) 2 2 


(32.7) 


( Tl . fl . ； IaH fl ay ,1946) .因为条件 « 1 ，对等离体波的阻尼率事实上表明它是 
指数式小量.它随波长减小而增加，而对于〜 1( 当公式 （32. 7) 已经不再适用 
时）它变成与频率为相同数量级，所以传播着的等离体波的概念失去意义. 


严格地说，上述处理仅与各向同性等离体相联系，它的电容率张最按 （28. 

7) 化为两个标量&和在各向异性等离体中（即当分布函数 /( P ) 依赖于 P 的 

方向时），不存在严格纵波.然而，在某些条件下，“殆纵”波能够传播，在这些波 

中，垂直于&的电场分量五 (1) 远小于其纵分 S 五 ( " ： 

E ix) «E ⑴. (32.8) 

为了弄清这些条件，我们首先注意到，当忽略掉五~时，方程 ▽ • D =0给出 


k • D 舞 k a £ a X '、 



这个等式确定波的色散关系.如果将“纵”电容率定义为 



(32,9) 


色散关系又可写成 （32. 1) 的形式，但必须强调，它现在依赖于 A : 的 方向. 然而， 
条件& =0并+意味着 D =0; 景 

n « R ir (l > - F = f E {1) 


不为零（而在各向同性等离体中，当 A =0 时匕 =0). 其次，由麦克斯韦方程 ▽ x 
b = ( l / c ) ao / dt ， 我们估计出波中磁 场为： 


B - 


ck 


eE 



j 


于是由方程 ▽ xE: -( l / c ) dfl / 扣获得对横电场的估计 4 t 为 

E u) ^ysE (] \ (32. 10) 


因此，当波在下述意义上 

cj/k « c/-/e ( 32. 11) 

是“慢”波时/‘殆纵”波的条件 （32. 8) 是满足的. 

最后，必须注意到，在各向异性等离体中，对于按 （32. 9) 所定义的量公 
式 （29.10) 仍然正确，这从它用纵场 E 由表达式 


k 


P 


4tt 




推导出来的过程是很明 显的. 这里重要的是动理方程中的洛伦兹力抑 xfi / c 与 



eE 比较起来可以忽略（虽然它与 办7 冲的乘积对于各向异性函数/(/ V )不是恒等 
于零）.事实上， （32. 10) 的估计给岀 


\v x B I 


cE 


kc 


« 1. 


按照对于“慢”波的条件 （32. U ) 和按照不等式 5 << c 来说,这个比值都是小的. 


习 


题 


1. 对于等离体的横振荡，确定其色散关系 • 

解：对 于横波，色散关系由 w 2 = ck 2 / e x 给出 • 高频振荡>>/^^)对应于寻 
常电磁波•用 （31.9) 的心（亦见§31,题 2) 我们求得 

a) 2 = c 2 k 2 + ff e . 

这对任何 it 值都是正确的，没有朗道阻尼，如在§31末尾早已指出 过的. 

对于低频振荡 （ o > « kv r J ， 离子的运动又是不重要的 • 对长波<<1) ， 色 
散关系中的主项是 

. [2~ 

(O = - I /- — ； —; 

V ^ st 

w 为纯虚值表示非周期性阻尼，所以波传播一般不能 出现. 

2. 对于极端相对论性电子等离体中的等离体波，试求其色散关系 （ b . n . 
Ch/ihh ， 1960) • 


解：当 o;»cA 时，由§31題3中得到的公式给出 


( O . k ) 


1 - 


2 2 


3 k c 


), 


其中 



4Tre 2 /V t c 2 
~~ 3 T ~ 


令 A 的这个表达式等于零，我们得到色散关系 


(o 2 = fl] t + ~^~ c2 ^ 2 ( ck « i7 r r ) * 

当 k 增大时，这个公式变得不适用，但我们仍有 w >4( 因而没有朗道阻尼）•在灸 


很大的极限，频率⑺按照 


如=斗 + 2叫（一裝-2) 


趋于 dL 


3. 与题2相同.但对横波的情况. 

解：用 §31题3中推得的对于6(如，幻的表达式，我们求得色散关系 
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a) 2 = ff c%T + — c 2 k 2 ,当» c/c. 
对于大 / b 的极限表达式是 

(o 2 =冬汉 r + c z k z . 

2 • 


这里同样有 w > cA ， 所以也没有阻尼. 


§33 离子声波 


除与电子振荡相联系的等离体波之外，等离体中还能传播电子密度和离子 

密度都有可观振荡的波.当等离体中离子气温度远小于电子气温度时， 

T, «T c ， (33. 1) 

这个振荡谱分支具有弱阻尼（所以波传播的概念有意 义）. 

计算结果会证实，这些波的相速满足不等式： 

v Ti « a)/h « v Te . (33.2) 

这些条件下朗道阻尼的微小性从一开始就是明显的 ：因为 相速是在离子和电子 
两者热速率的主要范围之外，仅有很小部分粒子能随波同相运动，并参与与波的 
能量交换. 

在条件 （ 33. 2) 下，对电容率的电子贡献部分由极限公式 （ 31.10) 给出，而离 
子贡献部分由 （ 31.7) 给出（其中用离子童替换电子童）.到需要的楮确度，我们 


有 


+ 


起先忽略相对较小的虚部，我们由方程 


2 



2 kv 




k 2 


e 


= 0 得到 
zT c k 


k 2 a] M 1 + A: 2 




最后的表达式中我们曾用了 \ 的事实. 

对于最长的波，具有«1,色散关系 （33.4) 化为① 


(33.3) 


(33.4) 



(33.5) 


结果是频率正比于波数，如寻常声波中那样•具有这个色散关系的波称为 离子声 


波.这些波的相速是 co / fc 〜 （ f e // Vf ) l /2 , 所以条件（33.2)事实上是满足的.在高一 
级近似中考虑到 A 的虚部，我们容易求得阻尼率 


①定律 （33.5) 是由朗缪尔和汤克斯 （ Ungmuir f Tonks ( 1926 )) 发 现的； 而戈尔杰耶夫 （ T B ， rop^eeB 
(1954) >指出条件 <33.1) 的必要性， 
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y 



(33,6) 


这个阻尼归因于电子.离子对 y 的贡献是指数式小，含有因子 exp ( - ZT /2 T ,). 
对于较短波长，在 l / a c « k «\/ a , 范围（由于所假定的不等式 （33. 1) 而存 


在），我们从 （33.4) 简单地得到 

o)^Sl r 

这些是类似于电子等离体波的离子波.这里也 
容易证实，条件 （33. 2) 是满足的，而阻尼不大•然 
而，当波长进一步减小时，阻尼增加，而当 ka ^\ 
时，阻尼率中的离子贡献变得可与频率相比较，所 
以波传播的概念不再有任何意义. 

图8用图解显示这里所考虑的低频振荡谱 
(色散关系 ）（ 下面的曲线），与高频电子等离体波 
的谱（上面的曲线）两者的比较.虚线标明阻尼变 


(33.7) 



图8 


大的区域. 
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让我们考虑给定初条件下，带自洽场的动理方程的求解问题（几 fl . iTan^ay 

1946) .我们将仅限于纯势电场(五 = - V vO 和零磁场的情况，并假设仅电子分 

布是受扰的（离子分布保持不变）. 

我们还将认为初始扰动很小：初始电子分布函数是 

/(0, r , p ) =/ 0 (/>) + g ( r , p ) , (34. 1) 

其中 / o ( P ) 是平衡（麦克斯韦）分布，而 g «/ o - 当然，在随后瞬间，扰动仍很小， 

使得方程可以线性化，我们将寻求分布函数的下列 形式： 

f ( t ， r ， p ) = f 0 ( p ) + d /( t 9 r t p ). (34,2) 

对于小校正 S / 和自洽场的势 < p ( t ， r )( 同暈级小量），我们求得包括动理方程 

M + •啦 (34.3) 

dt dr dp 

和泊松方程 

= 4 ttc J 8/ d 3 p (34.4) 

的一组方程（平衡电子电荷为离子电荷所补偿 ）• 

因为这些方程是线性的，而且并不显含坐标，所寻求的函数 V 和 P 可展为 
相对于坐标的傅里叶积分，同时可分别写出对每个傅里叶分量的方程.换句话 
说，考虑具有下列形式 
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§/(，，, P ) ^ f k ( t , p ) e ik r 9 < p ( t 9 r ) =( p k ( t ) e ik r (34. 5) 

的解就够了 • 对于这类解，方程 （34.3) 和 （34.4) 变成 

^ + iA: • ©/* + ie(p k k • 尝 =0, (34. 6) 

^ 2 <Pk = |/*dV (34. 7) 

为求解这些方程，方便的是应用单侧傅里叶变换，函数 y * U ， p ) 的变换 
/“ +> ( P ) 定义为 

fir ( p ) = [ ^ f k { t y p ) dt . (34.8) 

逆变换由公式 

/*(，，)=厂… (34.9) 

J - » ♦ icr jL IT 

给出，其中积分路径取沿复 0> 平面中的一条直线，它平行于实轴并位于其上 
( a > o ) ，而且还是从/!；>的所有奇点以上通过 ®. 

我们用，乘 （34.6) 两边，并对 t 积分.注意到 



其中 g k ( p ) 54(0， p ) ,用 iU • I ； - o >) 去除方程两边，我们求得 




g k 一 ^<p 


k 


_ ^/o ' 
dp - 




其中义广是的单侧傅里叶 变换. 类似地，由 （31 7) 求得 


(34. 10) 


k 


J/i/) (p)dV 


(34. 11 


用 （34, 10) 的 /：；> 代人 (34. 11) 已可得出对单独的一个方程，由此求得 


♦ 


4 ire 


I 


g *( p ) d 3 /> 


k 2 co^k) j i(k ^ v -o >) ， 


(34. 12) 


其中的纵向电容率 A 是按 （29. 9) 引进的•如§29中那样，再次应用沿 it 的动量 
分量 Pt = mr , ，我们可将这个公式重新写成 



4 ttc 

k 2 e'( a) ， k) 


f gk ( P ,)^ P , 

J i ( kv x - a )) 

一 


(34. 13) 


①变换 （34. 8)，（34. 9) 正好是熟知的拉普拉斯变换 

«o m 

4 = J/(Oe _p ， dr, /(O =2^j j fp e ^^Py 

0 -ioe- 

其中用代替，而在用其换式，给出函数 / U ) 的表达式中积分路径相应地改变 • 
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其中 

gk(P,) = J 客 *(P)dp y d/v 

为了通过反演公式 

« -ficr 

^*(0=2^ / 〆 >::>& (34. 14) 

— 典 ♦ icr 

进一步决定势对时间的依存性，必须首先确立作为复变量如的函数的解析 
性质. 

形式为 

00 

< P ( J ) = j < p M ( t ) e ut,, dt 
i 

的表达式作为复变量山的函数，仅在上半平面才是有意义的.同样情况相应地 
适用于表达式 （34. 13)，其中积分沿这样一条路径（实轴），它从极点仏= 
mo >/ A 下面通过.我们在§29曾经看到，这种积分所定义的变量 w 的函数，当解 
析延拓到下半平面时，具有奇点仅在 A ( pJ 的奇点处.我们将认为 A ( pJ 作为 
复变量 P x 的函数是一个整函数（即在有限 h 处没有任何奇点），因此，考虑中的 
积分也定义 o > 的一个整函数. 

在§31中曾经注意到，麦克斯韦等离体的电容率&也是 w 的整函数•因 

此，函数 A A ， 在整个 o > 平面上解析，是两个整函数的商.由此可见的唯一奇 

点（极点）是其分母的零点，即的零点. 

这些论据使能确定当时间 t 很大时势 ^(0 衰减的渐近形式.在反演公式 

(34. 14) 中，积分路径沿 w 平面中的水 平线. 然而，如果理解是上述方式定义 

的整个平面上的整函数，我们可以这样来将积分路径移动到下半平面，以致使得 

不穿过函数的任何极点 •令％ =( o [^ ico ： 为方程 s . ico ^ k ) =0的根中具有（数量 

上）最小虚部（即位于最邻近实轴处） 的根. (34. 14) 中的积分将沿这样的路径进 

行，它被移动到在点以下充分远处并且 

如图9中所示那样绕过此点（以及绕过位于其 

上的其他极点）.于是，（当【很大时）积分中仅 

有对于极点 A 处的残数是重要的，积分的剩余 

部分，也包括沿路径水平部分的积分在内与该 

残数比较起来是指数式小 fi , 因为被积表达式 

中存在因子 e -^， 它随 llmwl 的增加而迅速减 

小.因此，势衰减的渐近形式由以下表达式 

cp k ( t ) 〜 e 一吟 e -iW (34. 15) 



图 9 
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给出，即在时间进程中，场微扰以阻尼率 h = Ic ^ l 指数式 衰减及 

对于长波微扰<<1),频率0>!和阻尼率 h 像对等离体波那样由公式 
(32. 5) 和 （32. 6) 给出.这类微扰的阻尼率是指数式小 fi . 在短波微扰的相反情 
况，当〜1时，阻尼渐渐变得很强，阻尼率甚至可能远大于以:②. 

最后，让我们详细论述电子分布函数本身的性质.所寻求函数/ 4 (1/0可通 
过将 （34. 10) 代人积分 （34.9) 而求得 • 除起源于的下半平面中的极点外，被 
积表达式在实轴上点 • v 处还有一极点.正是这个极点将确定积分在大 f 

时的渐近行为.按那里的残数求得 

fk (^ P ) ol：e ^ 9 - (34. 16) 

这样一来，分布函数的微扰并不随着时间的推移而 衰减. 然而，分布变为速 
度的愈来愈迅速振荡的函数（振荡周期按速度为〜1/(以））.所以，密度微扰（即 

积分 JV * d 3 p ) 像势 A 那样被阻 尼③. 

当场被认为是阻尼场时，分布函数按照 （34. 16) 随时间 变化； 这个公式不过 

相当于粒子各以其恒定速度自由 飞散. 的确，下列形式的函数 

Rt . r ^ p ) (34.17) 

是自由粒子动理方程 

•翌=0 , (34.18) 

dt dr 

的解，具有给定初始 （f =0) 速度分布和周期性 （ oce ^) 坐标分布， 

§35等离体回波 


朗道阻尼的热力学可逆性，在称为等离体回波的一些不寻常非线性现象中 
显现出来. 这 些现象是由分布函数的无阻尼振荡 （34. 16) 引起，它们在等离体中 
密度（和场）微扰的无碰撞弛豫后仍继续存在 • 它们的起源本质上是运动学的, 
与等离体中自洽电场的存在无关 • 我们首先用无碰撞不带电粒子气体的例子来 

阐明. 

设初始瞬间规定了气体中的微扰，使得分布函数沿$方向周期性变化 


① 如果初始函数心 （ p,) 有一奇点，相竞争的值不仅包括的零点，而且还包括由（ 3 4 . 〗 3) 
中积分的奇点引起的的奇点 • 尤其是，如果 A 在实轴上有一奇点（例如折点），于是将有在实值 

= 处的一个奇点 . 这种微扰（无碰撺等离体中！）一般并不受阻尼 - 

② 若 “ 相速 ” 位于热速率主要范围以外，可能提出关于大阻尼源自何处的问题 . 然而，亊实上， 

当 / 时，比值 — 般不应称为相速 . 如果我们再次把形式为的函数展成傅里叶积分，它将 

包含具有从 0 至 y 的全部頻率 的分虽 ，因此具有从 0 至 -y/k 的 “ 相速 ” • 

③ 然而，我们可预先注意到，大 ^ 时分布函数的振荡性质导致有效库仑碰撞数的大最增加，从而加 

速了微扰的斑终被阻尼（见 §41 习 题 ）. 


§35 等离体回波 


• 131 • 


hf=A l cos(k i x) */ 0 ( p ) ,当 e =0， (35. 1 ) 

而在空间每一点就速率来说仍是麦克斯韦分布（在本节中，/> = mv 表示动量的 x 
分量，而假设分布函数已经对和/>,积分过了）.气体密度的微扰，即积分 

j ^/ d ；) (同一瞬间£=0时）沿 x 方向按相同方式变化.随后，分布函数的微扰将按 

8/ =4, cos k x {x -vt)f Q {p) (35. 2) 

变化，它相当于每个粒 子沿％ 方向以自身速率〃自由运动.然而，密度微扰是受 

阻尼的（在 时间〜 1/( 卜内），因为积分 |5/ d /> 靠被积表达式中的速率振荡因 

子 cos [ A , U -付） ] 而变小.在时间£ >> lAMh ) 时，这个阻尼的渐近形式为下列 
表达式： 

hN : J 8 /dp oc exp I - j ( 35. 3 ) 

(利用鞍点法对积分进行估计）. 

现在令分布函数在某时刻 t = r » \/{k,v T ) 以振幅4 2 和某个新波数々 2 >卜 
再次进行调制.结果所得密度微扰也是受阻尼的（在时间〜 1/( 卜^)内），但在时 
刻 



重新出现.的确，第二次调制在分布函数中 G = t 时刻）产生一个二阶项，形式为 

8/ (2) = A ， / l 2 cos( k t x — k^vr) cos( k 2 x )f 0 (p)» (35.5) 

这个微扰当 £ > T 时的进一步发展使它变成 

8/ (2) = /4,/ J ^ (/?) cos [ h } x - k } vt] cos [ k 2 x - h 2 v( ^ - r )]= 

=y /1 i >l 2 /o(/ ) ){ cos [ (k 2 - kjx - (k 2 - k x )vl ^k 2 vr] + 

十 cos[ ( k 2 + k、）x - （ k 2 + /c, )vt + k 2 vr] }• 

现在我们看到，在 t 时刻，第一项对 v 的振荡依存性消失了，所以这项对具有 
波数 k 2 - k t 的气体密度微扰给出有限的贡献.因此，结果产生的 回波在 时间〜 
l /[ t ~ U 2 - &)] 内是受阻尼的，这个阻尼的最后阶段遵循类似于 （35. 3) 的形式. 

现在让我们转到研究电子等离体中的这个现象 （ R . W . Gould , T . M. 
O’Neil J . H . Malmberg , 1967) .它的机理仍如前所述，但由于自洽场的影响，具体 

阻尼律改变了. 

我们将假定，微扰是由（归因于“外赋”电荷的）某个外势^1的脉冲产生的， 
在 f =0 和施加于等 离体： 

(p fX = <p^ 8( 0 cos ( A ：^) + (p 2 h(t - r ) cos ( k 2 x) , (35. 6) 

同时假定 > fc , 和(岣 ）（ 其中 7( 幻是朗道阻尼率） • 
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分布函数的微扰(/=/。 +8/) 满足无碰撞动理方程，至二阶项具有形式 


啦 o 巡' +e ^ _ e 扭氧 

dt dx dx dp dx dp 

同时，等离体中产生的场的势^(包括“外赋”部分 〆 x ) 满足方程 

\((p - ip el ) = J 8/ dp . 

我们将寻求这些方程的傅里叶积分形式的解 


(35-7) 


(35-8) 


5/ 



<ak 


doj^dk 9 
(2tt) 2 ’ 


d ( o f 9 dk ^ 

T ^ io 7 * 


i ( kx - nil) 


将这些表达式代人，然后用 e 
们得到 


(- oj )/ wA + ekip^ 


乘方程 （35.7) 和 （35.8) 并对 dxdt 积分，我 


d/o 

dp 


= -e 


( k 




da / dk ^ 

(2 tt ) 2 , 


(35^9) 


- k2 <P^ = 4iTe j/“dp - k 2 <p= 


(35. 10) 


其中 


<pl\ = Tr<p, [h(h + A:, ) ^ b( k - k { )] + TT(p 2 [h( k h 2 ) + 

+ 5( A : - k 2 )] e v \ 

在线性近似下（即当忽略掉 （35. 9) 的右边时），这些方程的解是 


ex 

( P.k 


(35 - 11 


/ li ^ 05.11) 

dp kv - (o e、( 0 ) ， k) 

其中 A 是电容率 （29. 10) .这个解相当于从 t =0 起和 t = T 起的受阻尼微扰，分 
别具有阻尼率 y ( h ) 和 y ( h ). 

在第二级近似中，我们必须用 （35. 11) 代人方程 （35. 9) 的右边，得到分布函 
数和势的微扰中的二级项的方程 


( 約 -C +C 孟 




d / 




灸 Vil ) = - 4 价 Jo , 


(35. 12) 


(35. 13) 


其中 


e 卜- 


(35. 14) 


我们感兴趣的效应，即具有波数为卜的回波，将被包括在 （35. 12) 右边含有 


b [ h ±( k 2 - k ,)] 的项中.让我们将表达式 / wA 中的这些项收集在 一起. 在 ^ = T 时 
刻，归因于 f =0时刻所施加的脉冲 R 的微扰/ 1) 早已受阻 尼掉. 因此很明显， 

在将 （35. 11) 代入 （35. 14) 时，我们仅必须考虑到中的％项，于是具有形式 

Lk = ^ I ，灸2)谷 （ k - k 2 + k l ) + I u ( - , - k 2 ) b ( k + k 2 - k l ) (35. 15) 

的有关项是从/」> 中含 A 的项得 到的. 在 （35. 14) 中完成对 W 的积分后，我们 
求得结果为① 

1 2 d / 0 

L( k ' A) =y e (P\<p 2 k \ k 2 X 

(35. 16) 

其中积分变童 o / 照例要理解为 V + i 0. 

积分 （35. 16) 可以在假设 T 很大 （t » l / Ai ; r , l / y ) 的基础上迸行计箅.为此 

我们将积分围道移动到复 o / 平面的下半平面，围道仍必须从被积表达式的极点 
上面通过，从而变成“围绕”着它们.这些极点位于函数 A 的零点以及点 V = 

前者具有负的非零虚部（- 7 (\)或- 7 (& 2 ))，而它们对积分的贡献 

(极点处的残数）随 r 的增加而如 e 〃 T 那样衰减.未衰减贡献仅来自实极点 o / = 


0L 






do > 


( h y v + o ) f ) e { ( ) s { ((o - co \ k 2 ) 


因此，我们有 

yK ) = 


iiT 4/j) W (- v)r 

2 dp s x ( - k { v ^ k x ) e x {( i ) ^ k x v y k 2 ) 


(35. 17) 


iHl 到方程 （35. 12) 和 （35. 13)， 并用由前者得出的 /： T 代人后者，我们求得 


(2) = __^ne _ r ^ - jg -—. (35. 18) 

十 k^e x {(o,k) ^ dp kv -co -i0 

在计箅导数 d / wi / dp 时，仅对 （35. 17) 中的指数因子求导，因为 k { v T T »\, 

现在集合所得表达式 （35. 15) —(35. 18)，并完成傅里叶逆变换，我们得到 

所要的具有波数 k ^ k 2 - k { 的回波势的下列形式 

ip {2) ( t y x ) = Re { y 4(0 e ^}. (35. 19) 

振幅 4(0 将立即写成当 oo 时的渐近极限 • 在该极限，对的积分仅由极 
点= hr - iO 处被积表达式的残数确定.最知 •结 果我们求得 


A (t) = - lire 3 (p x (p 2 r 


f ifo — 

kl J dp Stik ^ v . k^Sii - k l v , k l ) e l ( k 2 v y k 2 ) 

^ OA 


— iir Aj ( I — T > ) 


(35.20) 


①在计算中，必须记住 a 仅依赖于 H ,因此，在本节的记号中（这里我们有 6 ( ⑴，義 
e t ( 
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其中 / = k 2 r / k y , 

回波振幅的这个表达式在 f = T ' 为最大，并且最大值正比于 T , 即两脉冲间隔 
时间.在极大值的任一侧， /4 G ) 减小，但按不同方式•在«的极限 • 积分 
(35. 20) 由被积表达式在下述极点处的残数渐近确定，这种极点具有最小数量 
的负虚部，它位于使=0处，虚部为 Im W = - y ( k ,)/ h ,®. 在最大值的 
另一侧，当 oc 时，积分由位于使 4( - k ' v’kO =0 的极点处的残数渐近 
确定，对此 Imt ； = y U ,)/ h , 因此，积分围道必须移动到复 r 平面上半平面内.结 
果求得为 



图10 


>4(0 < x e xp [ - y ( k 3 ) - r ')] ,当 f - 〆 一►», 

A (t) oc exp I 一 fy ( \ ) ( t'- t ) ， 当卜 t' ~~ ► - oo • (35.21) 

因此，回波振幅在达到最大值前以增长率 k 3 y ( k t )/ k ' 增大，而超过最大值 
后以阻尼率 yU 3 ) 减小•图⑴阐明所研究的现象.上面两个曲线表明在^ = 0和 
f = t 所施加的两个脉冲中势的变化，第三个曲线表明回波的形状.曲线旁还标 
明了相应的增长率和衰减率. 

这些计算忽略了碰撞.因此，定最公式 （35. 20) 的适用性条件要求，在给定 
时刻 f ， 分布函数的振荡尚未被碰撞的影响所阻尼掉.提前借助于§41习题中将 

要得到的结果，我们可以将这个条件表述为 

u ( v T )( kv T ) 2 ^ « 1 , (35.22) 

①这意味着所有波数々<<〗/〜.于是 y ( A) 是指数式小最，并随 A 的增加而减小.因为 h <卜，从而 
位于使 s ^ v ^) =0 的极点肯定比 位于使 e ^ v ^) =0 的极点更远离实轴. 
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其中 〃（ tv ) 是对于一个电子的库仑碰撞的平均频率. 


§36浸渐电子陷俘 


让我们考虑，缓慢施加的有势电场中，等离体电子的分布问题.令^为场程 

的数量级，而 T 为场变化的特征时间.我们将假定 

r » L / v t , (36.1) 

同时还假定 t 远小于电子的平均自由时间，因此，所考虑的仍然是无碰撞等离 

体. 

根据条件 （36. 1), 在电子穿越场的期间可以认为场是定 常的. 同样精确度 
下，电场中的电子分布函数也是定常的•在§27末尾已经注意到，无碰撞动理方 
程的解仅依赖于粒子的运动积分；而对于定常分布，只能是并不明显依赖于时间 
的那些积分. 

我们将仅考虑一维情况，其中场势 P 仅依赖于一个坐标^这时因为在 y 和 
2方向的运动不重要，我们将仅考虑按动量 p t (和按坐标幻的分布函数 /• 

在一维情况，运动方程有两个积分，其中不明显依赖于时间的（在定态场 
中）只有一个，这就是电子能量 

2 

+ (36.2) 


其中 U ( x ) = 因此，定态分布函数将仅以 （36. 2) 的组合形式依赖于 a 


和 

/=/[^(^,pJ ]• (36. 3) 

函数 /( 幻的形式取决于边界条件. 

令场叭％)具有势垒的形式（图 11 a ). 函 

数 /( 幻于是由从无穷远到达势垒的电子的分 
布确定.例如，如果远离势垒在任一方向电子 


都是空间均匀具有温度为八的平衡分布，则 
在整个空间出现玻尔兹曼分布： 


N 


0 


exp 


(一 


£_ 

T 


(2 i : mT f ) W2 

电子气的密度到处按公式 

NAx) =N 0 e~ v ^ 

分布，其中 A '。 是远离势垒的密度 • 


(36.4) 

(36.5) 




图11 


①第二个运动积分也许是，例如，（在某特定瞬间）粒子坐标的初始值％，表达为时间 f 和沿路径的 
变量坐标 x 的函数 
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现在令场具有势阱的形式（图 lib ) •于是具有正能 ft e 的电子的分布，又是 
由来自无穷远处粒子的分布确定，对无穷远处的平衡分布，能量^>0的电子在 
整个空间具有玻尔兹曼分布.但是在这个情况，除能量 s >0的粒子之外，还有一 
些粒子能量£ <0,这些粒子在势阱内作有限运动，它们是被“陷俘的”.在无穷远 
处没有 e <0的粒子，从而采用以前的论据，其中认为能量为严格守恒量，要给出 
陷俘粒子的分布是不充分的.我们必须也考虑到在并非严格定常的场中能童的 
变化，结果发现这个分布一般依赖于以前经历的事件，这就是在其中施加场的方 
式 （ A . B . rypeBUH , 1967 ) . 

由于条件 （36. 1)，在陷俘粒子有限运动周期期间，场仅稍微变化.大家知 

道，在这种情况下，有一个守恒的所 谓浸渐不变量 ，即下列积分 

*2 

I ( t 9 s ) -^—2 f [ 2 m(s - U ( t y x ))] l / 2 dx t (36. 6) 

2 tt J 

(对给定 e 和 z ) 在运动的两个界限之间求积.这个量现在起运动积分的作用，陷 

俘粒子分布函数可通过它表达为 

人 * (36* 7> 

其中能童£又是假设为按 （36.2) 用^和厂来 表达. 函数 （36.7) 的形式根据下述 
事实确 定：当 场是缓慢施加上去时，分布函数将是 e 的连续 函数. 因此，对于陷俘 
粒子能量的极限值，函数 4(/) 必须是对在势阱以上作无限运动的粒子的分布 

函数. 

然而，如图 lib 所示势阱的情况是特别简单的，因为如果场是缓慢施加上 

时，极限能量仍具有恒定值零.于是根据所述边界条件得出，人简化为 常量： 

九=/(0), 06.8) 

其中 /( 幻是对势阱以上粒子的分布函数 • 现在我们将寻求在这个情况下电子的 

空间分布，如果 / U ) 是玻尔兹曼函数（％• 4). 

将具有 s >0和^ <0的电子数相加，我们有 

00 Pi 

j f ( e ) dp x +2 jf ( 0 ) dp x , p x =( 2 m \ U \) l/2 , 

Pi 0 

因数 2 是考虑到具有 h >0 和 p , <0 的 粒子. 将 （36.4) 的 /(£ r ) 代人，我们有 

N A t , X )= N 0 { e '^ [ l - erf ( 徑 )] + 2 稷 } , (36.9) 

其中引用了误差函数 

erf ( ^) = —— f e ~ u du * (36. 10 ) 

/tt 0 

当 f <<1 时，将 （36. 10) 中的被积函数用 u 的幂展开，我们求得 


因此，陷俘在浅势阱 （in <<八）内的电子分布是 


^=/v 0 


i^/i 

~T~ 


\U\ \ 3/2 


( 36 . 11 


c U L 八 3 P ' H 

第一个校正项与由玻尔兹曼公式 （36. 5) 得出的相同，但下一项校正与由玻尔兹 
曼公式得出的不同. 

当 f >>1 时，差值1 - erfU ) 是指数式小 tt ( ^ exp ( -#))• 因此，对于深势 
阱 （ 丨⑺ >>厂），只有 （36. 9 ) 括号中的第二项才重要，而 


/ V e (“龙） =2/ V 0 ( 


\U\ \ 1/2 


( 36 . 12 ) 


当 It / I 增加时，密度的增加要比由玻尔兹曼公式得出的慢得多. 


§37准中性等离体 


等离体动力学方程容许对于下面一大类现象得到显著 简化； 这类现象具有 
长度和时间的特征尺度满足下列条件：（1)假设等离体中不均勻性的特征尺度 
△远大于电子徳拜半径， 

a/L «l. ( 37 . 1 ) 

(2) 假设过程的速率由离子的运动所支配，因此速率的特征尺度由&给出，它远 
小于电子速率 .（3) 离子的运动引起电势的缓慢变化，而电子分布浸渐跟随这种 


变化. 

令 5' 和5%分别为受扰等离体中电子和离子密度的变化.这些变化导致 
等离体中未补偿电荷的平均密度 SpsKzSM -5 /VJ •归因于这些电荷的电场势 
由泊松方程 

A<p - - 4ire( zhl^ x - SA^ C ) (37.2) 


确定. 数量级上 ， Af p / l 2 . 因此， 


zbISI, - 5/V. 

1 (p 

bN e 

A^neV hN e 

如果场很弱 （ ep<< rj ， 则电子密度的变化是 

5/V e • 

-e(pNyT t 

[参见（36.11)]，于是 


zbN, - 5 

/V a ' 

m M ^ 


^ <<L 


(37.3) 


(37.4) 


对于具有叫〜的强扰动，这个不等式仍有效 ：因此 ~ '，从 （37. 3) 又得到 


(37.4). 
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因此，归因于扰动的未补偿电荷密度，分别来说，远小于电子和离子电荷密 

度 扰动； 这种等离体称为 准中性等离体 .对于所考虑的现象范围，这种性质使得 

等离体中的势分布能够正好由“准中性方程” 

= zN { , (37.5) 

以及对于离子的动理方程和表达电子的“浸渐”分布的方程一起来确定®. 

当然，在初始瞬间（如果我们考虑具有初始条件的问题），电子密度可以任 
意规定而无需满足不等式 （37. 4) .然而，结果产生的强电场引起电子的运动，它 
迅速地（在特征“电子”时间内）恢复电中性（这个过程在扩散情况下曾在§25 
中分析过）. 

从电动力学方程 （37.2) ,过渡到条件 （37. 5)，不仅意味着等离体动力学方 

程的极重要简化，而且意味着它们的董纲结构的根本变化 • 的确，势 P 在动理方 

程中和在电子分布中仅作为与电荷〃的乘积出现，而在条件（3 7 . 5 )中电荷根本 

不出现（与方程 （37. 2) 大不相 同）. 因此，通过变换 

e ( p ―►(^, (37. 6 ) 

电荷 e 从方程中完全消除了，而长度参 ii (德拜半径与它一起消失 • 

因为方程不包含长度参攮，等离体的自相似运动是可能的.这样的解出现在 
当 问题的初始条件或边界条件中也不含长度量纲的参最时，在这种情况所有函 
数只能以组合形式 r /£ 依赖于坐标和时间 • 例如，设等离体初始时被约束于半空 
间 x <0. 在时刻 f =0，“ 约束被解除”，而等离体开始向真空 膨胀. 电子首先开始 
运动，使得接近边界处电子密度形成一过渡层，特征宽度〜1•过了时间~ >> 
\/1^后，电子运动被阻尼而电子密度浸渐地跟随势而与玻尔兹曼公式一致.于 
是所有童的变化都由离子的运动所支配.因此，在时间 Q » « e /t; ri >> a e / v re 后， 
边界扩展的距离远大于心.到此时等离体变成准中性的，而运动是自相似的 •② 
我们可以写下关于准中性等离体的动力学方程的展开形式，为明确起见，采 

用如§36中所示那样，电子密度到处具有玻尔兹曼分布 

= N 0 e ^ (37.7) 

的特殊 情况； 如果场没有势阱，则这个分布不受慢变场的影响•根据公式 （37. 7) 
和条件 （37. 5)，势可以直接用离子分布函数表达为 



(37.8) 


① 必须强调，这个结果本身对有碰撞或无碰撞等离体都适用 • 还注意到，因为不等式 （37.4) 的推导 
并不涉及弱场的假设.即使当等萬体的电磁性质不能用电容率（即通过假设 d 和五之间的线性关系）来 
描述时.准中性的性质也会出现 • 

② 详细情况见下列 文献： A , B . rypeBKM - Jl . B . FlapHAcKSH,/L n . nHTacBCKHft ,) K 3 T < I >,49( 1965) ,647； 
英 译见： A . V . Gurevich , L . V . PariTskaya ， L . P . PiiaevskiT . Soviet Physics JETP . 22( 1966) ,449. 
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将这个表达式代人离子的动理方程（带有自洽场 -▽ p ); 我们得到 


时、 




dt 


+ v 


dr 一 




dp 


d 


dr 


In 


\f^P 




0 . 


(37.9) 


虽然这个方程是非线性的，它的解不依赖于等离体平均密度 ：如果 /( t ， r ) 是一 
个解，则 cy ; 也是解，带有任意恒定因子 C . 

必须提到，在一维情况，方程 （37. 9) 具有一类解，特征是在其函数 

中，仅经过某个函数; Kb 幻而依赖于坐标％和时间 h 

f t (37. 10) 

这些解在某种意义上类似于寻常流体力学中的简单波 


§38双温等离体流体力学 


对于具有 

T e » T t (38.1) 

的双温等离体，理论论述是特别简单的•在§33我们早已看到，在这种情况下, 
离子声波能在等离体中以速率〜传播.这个速率一般也是等离体中微 
扰传播的特征速率.因为（由于 （38. 1)) 它远大于离子的热速率，对于等离体运 
动的大多数问题,一般可以忽略离子速率的热散布.于是，等离体离子组分的运 
动，在“单流体近似”中用速度0 来描述，这个速度是空间中位迓（和时间）的 
指定函数，满足方程 

dt 


或 



—+ ( V •▽)!；= 

dt M 

(38.2) 

这个方程要与连续性方程 

dt 

+ ▽ • =0, 

(38.3) 

和确定电场势 〆 因而场 E : 

= - V 

的泊松方程 




= - 4-7 re ( zN. x - N 

(38.4) 

相结合. 





至于电子，在以速率(八/膺） 1/2 <<〜运动的等离体中，电子分布浸渐跟 
随场分布.正如我们在§36中看到的，电子密度\的特定表达式，于是很大程 
度上依赖于场的性质.对于没有势阱的场，它简单地由玻尔兹曼公式（ 37 . 7 )给 


①见下列文献： rypeBi |4 A. B. % IlHTaeBCKHft Jl* II. — )K3T<I >， 1969 ， t ， 56,1778. 
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出，所以方程 （3 心 4) 变成 


A(p = 一 4TreA’ 0 


zN y 


e 


^T t 


(38.5) 


方程 （38.2) ， （38. 3) 和 （38. 5) 形成关于函数 t ; ，/ V 和 p 的完备方程组.对于 
准中性等离体，它们还可以进一步简化 ：在这 个情况，按 （37. 8) 我们有 


zN , V / V . 

岬 = 7> 元， e£= —(38.6) 

而 （38. 2) 可重写成下列形式 


dv 

dt 


v 


V)v 


zT e V TV 


(38.7) 


方程组 （38.3) 和 （38.7) 形式上与具有粒子质量对和温度27；的等温理想气体 

的流体力学方程完全相同，这种气体中的声速是 U ^/ M ) 1/2 ，与离子声波的速率 
的表达式一致，在这个近似下没有波的色散. 


上述与流体力学的类比需要相当大的保留.大家知道，流体力学方程并非总 
有在整个空间连续的解.寻常流体力学中没有连续解意味着形成冲击波，即物理 


量发生间断的曲面.在无碰撞流体力学中没有冲击波，因为冲击波本质上归因于 


能量耗散，但在这种情况并不出现耗散.因此，没有连续解意味着，准中性假设在 
空间某个区域受到破坏.在这类区域（约定称为无 碰撞冲击波） ，物理 M 对坐标 
和时间的依存性是振荡性的，这些振荡的特征波长不仅由问题的特征尺度确定， 
而且还由等离体的内禀性质，即其德拜半径确定 

现在让我们转到更一般方程 （38. 2) — （38. 4)，它并不假设准中性等离体的 
条件.这些方程的一个重要性质是，它们具有一维解，其中所有最仅以组合形式 
(二 x _ ut 而依赖于变量£和1，这里〃为常量.这类解描述以速率〃传播而不改 
变轮廓的波.如果我们变换到以速率 u 相对于原坐标系运动的参考系，则等离体 
运动变成定常的.这种类型中最有意思的解，是在空间为周期性的那些解和在两 
个方向无穷远处都减小的那 些解； 后者通称 孤波或 孤子② （ A . A . BeaeHOB , E . n . 


Be / iMxoB ， P . 3 • CaraeeB ,1961). 

如果对 f 求导用撇 号表示 ，由 （ 38. 2) 和 （ 38. 3) 我们有 


( v - a ) t /= - 士妒 ’， ( N . v ) f - uN \ =0 t 

M 


① 无碰掩冲击波的概念是由萨格捷耶夫引进的，见 CaraecB P ， 3•— C 6 opHHK < Bonpocbl TeopwH 
nna 3 Mbi>.l964,Bbin. A.c.20. 关于若 干特殊 情况下 的这类结构矜由古列维奇，皮塔耶夫斯基 （ A. B. 
rypeBMH f 几 n. nHTaeBCKMfi ) 给出 ，见） K3T0) ， 65( 1973). 590,( 英译见 A, V. Gurevich, L ， P ， Pitaevskii, So¬ 
viet Physics JETP,38(1974) f 291.). 

② 源自英 文词汇⑽ litary (孤立的，单独 的 ）. 
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为简单起见，我们采用 2 = 1. 

采用当00时 P =0,〃 =0,% = / V 。的边界条件，对上列方程积分，我们求 


得 


€ 


9 


u (u - v) 2 


2 


2 


(38. 8) 




_ u _ 

[u 2 - 2e(p/M ~\ 1/2 


方程 （38.4) 给出 〆 = - AiredNJ ，或，乘以2,并积分后， 


(38.9) 


(p f2 = - 8TTe J - A^ c ( <p) ] d^>. (38. 10) 

o 

函数 A ^( SP ) 取自 （38.9)， 而 yVJp ) 由 §36 中公式给出.在所考虑的波中，我们到 
处有 p >0,如由 （38. 8) 所看 到的. 在这种场中一个电子的势能是 " = - e<p <0, 
即场对电子形成势阱. 

方程 （38. 10) 表明，确定波轮廓的问题简化为求 积分. 同时，速率“直 
接与波幅相联系， B 卩与 < p ( f ) 的最大值（我 们用〜 表示）相联系.当 P 〜 时，我 
们必须有 〆 =0. 令 （38. 10) 右边的积分为零（并完成第一项的积分），我们得到 

Mu 2 (. 2e \ ,/2 1 


N c (( p ) d < p t (38. 11) 

它原则上确定 w 作为的函数.同时很明显我们必须有 

2 e ( p m / Mu 2 < 1 . ( 38. 12 ) 

这个条件，一般来说， 对波幅 Pm (因而速率 *0 的可能值设® 了一个上限 • 

还要注意到，关于碰撞完全可以忽略的情况，必需场频率 W 远大于电子和 
离子两者的特征碰撞频 率匕和 iv 但是 因为匕 - { M / my n v , >>以见§43)，能 
够出现匕这样一种情况 • 因而在这种情况下碰撞对离子的运动依然 
没有任何影响，而即使存在势阱情况下，但电子也可认为具有玻尔兹曼 分布. 



习 题 

对于电子按 （36. 11) 分布的等离体 • 确定其中弱孤波<<1)的轮廓 


和速率 （ A . B . rypeBHH . 1967 ) • 

解：在 （36. 11 ) 中，所有项必须都保留；因为孤波的形成归因于表达式中最 
后的非线性项.用 （38. 11 ) 的计算给出 
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波轮廓通过方程 （38. 10) 的积分求得为 


<P 





§39 弱色散介质中的孤子 


(无耗散介质中）存在具有稳定轮廓的非线性波是与存在色散紧密相联系 
的.在无色散介质中，如果考虑到非线性，必然破坏波的稳定性，轮廓上各点的传 
播速度依赖于那些点的振幅，它导致波轮廓的畸变.例如，理想可压缩流体的流 
体力学中，非线性效应导致波前陡度渐增（见第六卷， §94) •至于色散，它导致 
波轮廓逐渐平滑.两个效应可能相抵消，导致波轮廓稳定. 

在这一节中，我们将一般地来研究这些现象，无耗散弱色散介质中考虑到弱 
非线性的相当广泛的一类情况下的波传播现象. 

令％为忽略色散时线性近似下的波传播 速率. 在这个近似下，对平行于欠 
轴方向上的一维波传播，所有量仅以组合形式6=^ 而依赖于 f 和这个性 
质可以用微分方程形式 


来表达，其中6表示波中任一振荡景. 

恒定速率％对应于色散关系为 a) = ix 0 fe 的波.在色散介质中，这个关系正好 

是函数 cu ( A ) 用小量 fc 作幂展开式的第一项•考虑到下一项，我们有① 

(o ~ u 0 k — pk 3 , (39. 1 ) 

其中戸是一个常量，它原则上可正可负 * 

在线性近似下，描述具有这种色散的介质中波（在一个方向）传播的微分方 


程是 



的确，对于其中 ioc exp ( - uot + iArx ) 的波，由此得出 （ 39. 1 ) • 

最后，考虑到非线性导致方程中出现6的更高阶项.对于恒定 6( 不依赖于 
幻，简单对应于均匀介质的情况，这些项无论如何应满足变为零的条件.仅考虑 
含有最低阶导数的项 （々很 小！），我们写出弱非线性波的传播方程为 


①可以被展成 / t 的奇次幕这事实，是物理 &必须 为实数这样的考虑得出的.对于介质的原始 
物理运动方程组仅含有实物理箭和参 M 虚数单位 i 只是通过在这些方程中代人正比于 exp ( - \ o)t + xkx ) 
的解时才出现.因此由于这个代换得出的色敗关系确定^为4的具有实系数的凼数；这种函数的展开必 
须仅包括 A 的奇次幂.在耗散介质的一般情况， o >( A ) 是复数 （ o >= 6/ + ioO , 因此所作陈述指频率的实部 
根据同样理由 ， o /( A ) 的展开式将仅包含&的偶次幂. 
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dt dx dx dx 


(39.2) 


其中 a 是一恒定参童，它又是原则上可正可负①. 

为简化这个方程，我们用新变景{代替 X ，用一新未知函数 a 代替它们的 
定义为 


于是我们得到 


f =尤一 a 0 t ， a = otb . 

(39.3) 

da da ^ d 3 a A 

dt 拎 H df 

(39.4) 


这种形式的方程称为 KdV 方程②，为明确起见，我们将首先选用0>0的特殊情 
况. 

我们感兴趣的是描述具有定常轮廓波的解.在这类解中，函数 a(f ) 仅依 

赖于差值 f ，其中化是某个常量： 

« = ^ - V ); (39. 5 ) 

而波的传播速率是 

u = u 0 + v 0 . (39. 6 ) 

将 （39. 5) 代人 （39. 4) 并用撇号来表示对 《的求 导，我们得到方程 

pa ,n + aa r - v 0 a f = 0. ( 39. 7 ) 

我们注意到它对下列变换 

a — ►a + V , v 0 + V (39. 8) 

是不变式，其中 K 是任意 常董. 

方程 （39.7) 的第一积分是 


(39. 8) 


i 2 v | 

pa n + —a -v 0 a =— 


乘以2^并再作一次积分给出 

3 

pa f2 = - + v 0 a 2 + c,a + c 2 . ( 39, 9 ) 

方便的是用 （39. 9) 右边三次方程的三个根来代替三个常 M t ; 0 , c ,, c 2 . 如果用心， 
a 2 , o 3 来表示这三个根，于是 

/3a f2 = - —( a - a,) ( a - a 2 ) ( a - a 3 ). ( 39. 10) 


① 然而，为避免误解，必须强调，弱非线性的这个形式决不是普 适的. 例如，由电子分布 （36. 11) 
( § 38 , 习题中所用的）中摄 后一项 引起的等离体中波传播的弱非线性会对应于例如 （39. 2) 那样的方程 

中 cCyfbdb/dx 的一项 • 

② 这是科尔特威格和德弗里斯 （ D . LKorteweg ， G . de Vries ( 1895 )) 对浅水表面波推导出 来的. 
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常量 I ；。与新常量的关系是 


^0 = T( a i +a 2 +a 3). 


(39. 11) 


我们将仅关心方程 （39. 10) 中使 laU ) I 为有界 的解； UI 的无限增加会与弱 
非线性的假设相矛盾.容易看出如果根 a M a 2 , a 3 不全是实数，这个条件不能满 

足. 因为，令\和 a 2 () 为 复数； 于是 （39. 10) 右边变成 +| a - d 1 l 2 U 3 - a )， 


没有什么能防止 a 趋向 - oc . 

因此常量 《，， a 2 ， a 3 必须是 实数； 令它们按次序使 a , > a 2 > a 3 . 因为方程 
(39. 10) 右边的表达式必须为正，函数只能在范围内变化 • 不失 
一般性，我们可以令 a 3 =0; 通过 （39. 8) 类型的变换总可以达到这 一点. 用这种 
选择，我们将方程 （39. 10) 重写成 

Pa ,2 = —( a , - a ) ( a - a 2 ) a . (39. 12) 


这个方程的解在《 2 =0 和 a 2 ^0 的两种不同情况下具有不同性质.在第一种情 
况 （ a 2 =0, a , >0) 下，方程的积分给出 



(39. 13) 


f 的零点取在函数的极大值处（这里和今后，为简化记号，我们将波轮廓写成某 
给定瞬间£ =0时 = x ) 的函数）.这个解描述孤波（或孤子）：当± * 时，函 
数 a ( f ) 与其导数一起成为零.常量 a , 绐出孤子振幅，而其宽度随振幅增加而按 


a ； 1/2 减小.按照 （39. 11) 有％ 因此孤子的速率是 

u = u 0 + a ,/3. (39.14) 

这速率 u > u D 而且随振幅增加. 

这里再次提醒，对于由 KdV 方程所描述的过程，假设了非线性 很弱. 这个条 
件具有明显意义 ：例如 ，如果 a 是介质密度的改变，这个改变必须远小于未受扰 
密度.同时，这些过程的“非线性程度”还由另外的量纲为1的参量 L ( a ,//3) 1/2 来 
描述，其中 L 是一特征长度而 A 是微扰的 振幅. 这个参量定义非线性和色散的 
相对重要性，它可以或者小（如果色散占优势）或者大（如果非线性占优势 ）* 对 
于孤子，其宽 度乙〜 1/2 ，该参量是1的 堡级. 

现在让我们转向« 2 ^0的情况 • 在此情况下，方程 （39. 12) 的解于是描述无 
限广延的空间周期性波.方程的积分给出 

]「(^ 二 (^) ，/2 F (5^), (39.15) 

J [ a { a { - a ) ( a - o 2 ) J v a \ f 

其中 F ( s ， p ) 是第 一 类椭圆积分： 
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<p 


F(s ，心 


(39. 16) 


具有 $ 


s —= 5 = 
\ (ti — 0>2 


(39. 17) 


^ 的零点取在函数的一个最大值处. 

利用雅可比椭圆函数对公式 （39. 15) 求逆，我们有 


a = a, dn 


2 


( Tin . 


(39. 18) 


这是一个周期函数，按坐标*的周期（波长）是 


入一_ 4 ' 尹[亏十 H 


逆 K ⑴， 


(39. 19) 


1 


其中 K ( s ) 是第一类完全椭圆积分.函数 （39. 18) 在一个周期内的平均值是 


A 


| a ( f ) d ^ = a 


0 


E(s) 

K(s )， 


(39. 20) 


其中 EU ) 是第二类完全椭圆积分.很自然的是考虑振荡貴的平均值为零的一个 
周期波.利用变换 （39. 8) ，并从函数 （39. 18) 中减去平均 5 U 39. 20) ,就总可以达 

到这点.于是波传播速率是 


U = u 0 


■ a j + a 2 
-- a 

3 


E(s) 


(39.21) 


小振幅振荡 a , - a 2 对应于参量值 s « l .应用近似表达式 


dn(2,5) 


S S 

—+ —cos 2z y s <<! 1 ， 

4 4 


我们发现在这个情况下，解 （39. 18) 正该变成谐波 


a = ^1^2 + ^lZ^l C0S kx ^ 

2 2 V 3/3 


速率 （39. 21) 变成 u = 〜 


- u 0 -辦 2 ,与 （39. 1) —致. 


大振幅的相反极限情况（在所考虑的波模型中）相当于《 2 —0和 5-^1. 用极 
限公式 


K(s 卜士 ln T 


16 


s 


2 


S 


2 


我们发现在这个极限，波长对数式增长 


①为了避免与波数混淆，桷圆积分的通常参墩 （ 用； 代替来 表示. 
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入二 




(39.22) 


2 


换句话说，相继的波腹进一步互相分 离开. 借助于5=1时函数 dn 2 的极限表达 
式（它对有限 z 是有效的） dn 2 = l/ch 由 （39. 18) 可获得每个波腹附近的波轮 
廓，结果又回到公式 （39. 13). 因此，在极限5—1，周期波分成相距很远的一连串 
孤子. 

迄今我们假设 )3 >0. 对于0 <0的情况并不需要专门考虑，因为在方程 
(39. 4) 中办的变号相当于变换 - a . 因为这样的变换将 （39. 5) 中的 
自变变成 - f - ，波传播速率变成 u = u 0 - v Q . 例如，对孤子的上述结 

果的改变仅是 《( f ) 变为负，而孤子的速率 u < iv 

KdV 方程具有某些特征，导致若千一般 定理. 这些是以 KdV 方程与薛定谔 
类型方程的本征值问题之间的形式关系为基础的 （ C . S . Gardner , J . M . Greene , 
M . D , Kruskal , R . M . Miura ,1967 ). 

让我们考虑方程 


d 2 if/ 丨 1 “ 亡、 

疋+1酽⑽ 


+ e tj / =0 


(39. 23) 


再次选用々>0的特殊情况.这个方程具有薛定谔方程的形式，带有作 
为势能，它还依赖于参量 L 令函数在 f 的某个范围为正，而当《 
时，它趋于零.于是方程 （39. 23) 具有本征值 e 相当于“在势阱 - a 中的有 

限运动”，因为 a 依赖于 <，这些本征值一般也依赖于^ 

我们将证明，如果函数,0满足 KdV 方程 （39.4) ，则本征值 e 并不依赖 

于 


按 （39. 23) 将 a 表达为 


a = — 6/3 ^ 




并代人 （39. 4) ，我们通过直接计算后求得 

• 2 j » i i 


= (《A __、’， 


(39 - 24) 


其中 


H tyi) = 6 沒 ( 


1 dijf ^ 3 

P dt ijj 




(39. 25) 


这里重要的是 （39. 24) 右边结果是通过表达式4对 f 的导数表达的，这个表达 
式当 ：t * 时成为零（我们注意到方程 （39. 23) 的离散谱本征函数在尤穷远处 
为 零）. 因而方程 （39. 2 4 )对 f 从 -* 至00的积分，给出 


砮 JVdf=0; 


9D 
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而且，因为这里函数 ( A 的归一化积分的有限值，由此可见 de / dt ^ O . 

现在我们将证明，对于 （39. 13) 形式的定常“势”的情况，方程 （39. 23) 
总共只有一个离散本征值，相当于单孤子.用这个“势”，方程 （39. 23) 具有形式 


其中 


• Uh 2 (af) 




(39. 26) 



方程 （39. 26) 的离散本征值由下列公式 



(39, 27) 


n =0,1 ,2 ,…， 

给岀，其中我们必须有 n <以见第三卷，§23,题 4 ) •对于 （39. 27) 的参® 值有 s 
=1，所以只有一个本征值， 


12/3 


(39. 28) 


然而，如果“势” a (£， f ) 代表彼此间隔很大的孤子总体（使得它们之间没有 
“相 互作用”）， 则方程 （ 39.23) 的本征值谱由每个势阱中的“能级 ” （ 39. 28) 相加 

组成，每个能级由相应孤子的振幅 A 确定 • 

因为孤子传播速率随振幅增加，具有大振幅的孤子最终总将超过具有较小 


振幅的孤子.因此，任意初始的彼此间隔很大的孤子总体经过一系列相互“碰 
撞”后，最终将变成按增幅序排列的孤子总体（我们记住， KdV 方程所描述的所 


有扰动沿同一方向传播！） • 

上述结果立即导致下列重要结论：初始的和最终的孤子总体在孤子总数和 
孤子振幅方面都相同，所不同的只是孤子在总体中的排列次序•这是由下列事实 
直接得 出的： 每个单独的孤子对应于一个本征值6而这些本征值并不依赖于时 


间. 

占据空间有限区域并按 KdV 方程演化的任何正的 U >0) 初始扰动，最终将 
分裂成单独孤子的总体，其振幅不依赖于 时间. 这些孤子振幅和孤子数，原则上 
可以通过确定方程 （39. 23) 在以初始分布 cx (0, f ) 作为“势”下的离散本征值谱 
而求得.然而，如果初始扰动还包括 a <0的区域，其演化将产生一个波包，它逐 
渐扩展开而并不分裂成 孤子. 

然而，为避免误解，我们将更精确地规定所谓 KdV 方程中初始扰动的意思. 
介质中某个瞬间所形成的一个实际扰动，在其（某种意义上由按时间为二阶的 
完全波方程所描述的）演化过程中 ，一 般地分开成分别沿正$方向和沿负$方向 



• 148 • 


第三章无碰撞等离体 


传播的两个扰动.因此 ，一 旦分成两个扰动后，我们立即选取其中一个作为 KdV 
方程的“初始” 扰动. 


习 题 

对于具有厂 <<八的等离体中的离子声波，确定方程 （39.2) 中的系数 a 和 
解：色 散系數月由（33.4)通过按小量/^ > 展开而求得 


其中 u 0 =( zTyM ) l/2 . 

在确定非线性系数 a 时，我们可以忽略色散，即考虑 k 一0 的极限 情况. 在这 
个极限，等离体总可认为是准中性的，因此相应地可用等溫理想气体的流体力学 
方程 （38. 3) ,(38. 7) 来描述.令 TV , =/ V 。 + ，我们可以把这些方程写成准确度 
直至小量 bN 和 v 的二阶项.在这些二阶项中，我们可以令 t ； = w G 6/ V // V 。， 如在沿 
正怎 方向传播的波的线性近似中那样 U 。 为线性近似下的波速）.于是方程变成 


dSA) r AJ dv 

—+ ^V 0 — ^ 

dt 0 dx 

dx 

- 

dhN 

dx * 

dv u 0 dbN 
dt N 0 dx - 

: U \bN _ - 
N 2 0 dx 

. 户 =0. 

dx 



将第一个方程对 f 求导，第二个方程对 X 求导，并消去 a 2 t ；/ 祝扣，我们求得 

(ir u °ic) (irO: -^i( 8 iV ^r)- 

同样准确度下，我们用 - w .。 d/dx 来代替右边的求导符号3/ W 和 左边的 Ad/dt - 
u 0 d/dx 中的求导符号 d / 机 最后，在两边消去求导符号3/打并将结果与 （39.2) 
比较，我们有 

a = ^q/A^q* 

§40无碰撞简并性等离体的电容率 


§29和§31中在计算无碰撞等离体的电容率时，我们完全忽略了所有量子 
效应.这样所获得的结果是有局限 性的. 首先，在温度方面受到非简并性条件的 

限制； 对于电子，这个条件是 

T » e ¥ - h 2 N \ / z / m y (40. 1) 

其中6 =/4/(2 m ) 而 p F 是 T =0 时费米分布的极限动量，它与电子数密度 '的 
关系有 Pr /(37 T 2 / i 3 ) = ^. 

而且，将经典玻尔兹曼方程应用于外场中的等离体，这种可能性本身涉及对 
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场的频率和波矢々所强加的某些条件.场发生变化的特征距离 （〜 1/幻必须 
远大于电子德布罗意波长而与此不均勻性有关的动量的相应不确定性（〜 
W ) 必须远小于电子热分布扩展区域的宽度 （ 〜 T /- V 、. 对于非简并性等离体，戸〜 
T/v - ( ml) 1/2 ， 所以这两个条件相 重合. 对于简并性等离体,/? ~p ?y v - v ? =p v /m , 

但因为因此要求 

hkv « T , (40.2) 

这对两种情况都是充分的.最后，频率必须满足条件 

ha) « e T , (40.3) 

场能量子必须远小于电子平均能量（但这个条件其实通常是不重要的）. 

现在让我们考虑等离体的介电性质，对电子组分不强加条件 （40. 1)— 

(40. 3); 而离子组分可以仍然是非简并 性的. 我们将计算电容率的电子贡献部 

分•关于等离体粒子间的相互作用可以忽略的条件，假定还是满足的： 

e 2 N\ n «£ ； (40.4) 

当这变成< /3 >>/^ 2 /^ 2 ，或//(/^) «1(参见第五卷，§80;第九卷， 
§85). 

放弃条件 （40. 2) 意味着从一开始就必须应用关于密度矩阵的量子力学方 
程.因为忽略电子间的相互作用，我们可以立即写出对单粒子密度 矩阵化 # 2 ({， 
r ,， r 2 )( 其中 R 和 R 是自旋指标）的闭合方程.我们将假设电子分布不依赖于 
自旋，换句话说，密度矩阵对自旋指标的依存关系分开成为因子，后者将被 
省略掉.不依赖于自旋的密度矩阵 pU ， r ,, r 2 ) 满足方程 

芋 =( 糸 - fT ；) p , (40.5) 

at 

其中 A 是外场中的电子哈密顿算符，而下标1和2表明箅符所作用的变量 
或 r 2 )( 见第三卷，§ 14) .这个方程代替了关于经典单粒子分布函数的经典刘维 
尔定理 d // ck =0. 

像§29中那样，我们将计算纵向电容率 • 因此，我们考虑具有标势为 if ( t ， r ) 
的电场，从而电子哈密顿算符变成 

//= -^- V 2 - e ( p ( t f r ). (40.6) 

Zm 

假定为弱场，我们令 

P =Po( r \ 〜 r 2) + bp(t J r i , r 2 ) , (40. 7) 

其中 p 。 是未受扰定常和均匀（但不一定平衡）状态气体的密度矩阵；由于均匀性 
Po 仅依赖于差值況 - r 2 . 密度矩阵 p 0 (/ O 与（未受扰）电子动童分布函数 
%( 〆 )由公式 

n 0 ( p ) ^^ j Po ( R ) e -' ptR / h d \ (40.8) 



第三章无碰撞等离体 


相联系，其中义'是电子总数（见第九卷 （7.20)). 这里函数定义为动量和 
自旋分量具有确定值的电子的量子态的占 有数. 具有自旋分量的任一值而在动 
量空间体积元内的态数是 2 dV (27 r ^ i ) 3 . 因此〃（/0与以前所用分布函数 
/(/0由关系式 




3 


(40. 9) 


相联系. 

将 （ 40. 7) 代人 （ 40. 8) 并省略二阶小项，我们得到对密度矩阵的小校正的线 
性方程 


A ^ r » ， r 2)= 

—— ^ p ( ^, r 2 )] pQ ( r , 一广 2 ). 


(40. 10) 


令① 


< p ( =< p tuik e l( ** r * wt) . (40. 11) 

于是 （40. 10) 的解对和 r , + r 2 ( 以及对时间 t ) 的依存关系可以通过令 


8 p = exp ik 


r 2 . 


钃 

( r , - r 2 ) 

蝙 


(40. 12) 


而分开.将这个表达式代入 （40. 10) ，我们得到关于 gJ / O 的一个 方程： 


2 


• n ( - • /c 

^ + 2^( V+1 2 


2 


仏 _ 4 )>州 


/ ik * J?/2 ■ iA • R/2 \ / D\ 

= - e <P w k( « -e )p 0 ( 況 ）. 

现在我们可以在此方程中转向相对于尺的傅里叶展开 • 两边同乘以 
exp ( - ip - /?/方），再对 d 、 积分（并应用 （40. 8)), 我们得到 


[ - 


S P + 


hk 


Zv 7 


(尸 


e\p 


-f)- 


hk 


) g „ k ( p ) 
I hk \ 


(其中 s ( p ) =p 2 /2m) ，或等价地 


g . k ( p ) 


n Q (P + hk /2) - n^(p - hk /2) 


k 4： 


O ) — k • v 


密度矩阵在 6 =/* 2 2 r 的值，确定系统中粒子数 密度 ： O 
九卷 （7. 19)). 因此，归因于电场的电子密度的变化是 


(40. 13) 
， r ) (见第 


8= 20( t , r , r ) = 2 ^'e 


i< k • r - oil) 


guk (^ = 0 ) ^ 


①哈密顿算符 （40.6) 必须是厄米算符，所以在其中的[从而还在方程 （ 4 0. 10) 中的]函数々是实 
数.但是，在写下方程 （40. 10) 后，由于它是线性的，我们可以分别地对每个复单色场分通来求解它 • 
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或者，将用傅里叶分量表达 




i ( 




fg ^( p ) 


d 3 /> 


(40. 14) 


( 2 ttH ) 

电荷密度中的相应变化是 

现在像在§29中那样来计算电容 率：从 电荷密度与电极化强度之间的关系 
( - ehN e = - V • P = - \k • P ) 出发，我们写出 




e 、一 1 E 、 k=f e '- 


<P„k 


4 tt — — 4 tt 

因此，对于具有电子分布函数 n ( p )( 现在省略下标 0) 的等 离体； 它的纵向电容 
率的电子部分，我们得出下列公式 


占 1 ( co f k) - 1 =- 


4 ire 2 f n(p + hk /2) - n(p - hk /2) 2 d 3 p 


hk 


\ k * v — — i 0 ( 2 TTh ) 3 


(40. 15 


(K). Jl. Ktihmohtobmh , B. FI. Ch/ihh ， 1952 ); 积分中的极点照例按朗道规则所规 
定的方式予以绕开. 

在准经 典情况 ，当 条件 （ 40.2) 和（奶. 3) 满足时，函数_ ±士狀)可以用灸 


的幂展开.于是 


P 


hk 


) - +-学卜 


hk 


dn ( p ) 


2 / r 2 / dp 

而（当考虑到关系式 （40. 9) 时）， （40. 15) 变成以前的公式 （29. 9). 然而，必须强 

调，这个公式中的分布 《(/ T ) 可以与简并性等离体相联系 • 

让我们把 (40. 15) 应用到 T =0 的完全简并性电子等离体，这时对/^ < 心有 
n ( p ) =1，而对有 n ( p ) =0. 对 （40. 15 ) 中两项分别作积分变景变换 p ± 


2 


狀我们得到 


s 


4 TT 6 

~ hi ^ 


/ { a ; + -k * v + 

<PF 


i 0 co 


k 


} 


2 d 3 p 


iO J (2- rrft ) 3 


其中 




w ： fc /^ 2 /2 m . 进行一次初等但相当费力的积分后，导致下列结果 


S X {( Dyk ) - 


3 lf e 

2 k 2 V 4 


{1 ) +^(^. )}f 


g (( o ) - 


( ( o 2 一 k 1 


2 hk 


) a ) ^ hv 
—In — 


kv ^ ' 


(40- 16) 


而且如果自变量 u <0, 对数应理解为 In l 
fl r = (4 iriV T e e 2 / m ) 1/2 . 


- ITT. 


44 


等离体频率”认仍然定义为 
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在准经典极限 ， W « p F .hco «心①，公式 （40. 16) 导致并不含有 ft 的一个简 
单表达式： 


e 


3 n ] 

h 2 vl 


2 kv 


In 


+ kv 


- kv 


0, 

• 3 tt /^ 


^ I o > I > kv F ， 

，当 I o ) 丨 < kv F . 


(40. 17) 


静态情况尤其令人感兴趣.当 
等于费米球直径 


2( kv ¥ ) 

0时，表达式 （40. 16) 作为 A 的函数，在觖 


hk =2 p r (40. 18) 

的点有奇 异性； 在这点，其中一个对数的自变量变为零.在此点附近， 


4(0, 左）一 1 二 



2Trhe r 



一 0 


1^1 


♦ 


专二 （ hk -2 p f )/(2 p Y ) , 1^1 «1. (40. 19) 

我们将证明，这个奇点（称为科恩奇点）的存在导致等离体中电荷场屏蔽性质的 
变化，它不再是指数式的 


我们将表达式 （40. 19) 写成下列 形式: 


1 

s 】（0， A ) -p - a^ln -, ( 40. 20 ) 

其中 《= e 2 /(27 ih F ) ，而常量0可能也包括来自等离体的非简并性离子组分的 
非奇异贡献. 

由于等离体中处于静止的小点电荷^所产生的场，它的傅里叶分量用电容 
率表达为下列公式 


4 ire , 

化二 k 、( Q ， k ) 

(见§31，题 1) .关于电势作为离电荷~的距离的函数 p ( r )， 我们有 


(40.21) 


<p(r) 




d 3 A : 


ao 


( 2tt) 2tt 


Im I ( p k e ii r kdk . 


o 


(40- 22) 


当 k — Q 时，函数 pU ) 趋于常量极限，并且没有任何奇异性.因此，当 r — « 
时 ，（40.22) 中积分的渐近形式由这个函数在 hk = 2 Pr 的奇异性确定.在该点附 


近， 






① 在 r = o 时，这些条件是充分的，问题在于当於 v〆 砑一^和 r — 0 时，々 的极限值不依赖于过渡 

到极限的次序.因此从化与 r 之间的关系不重要. 

② 当满足条件 （40. 18) 时引出的奇点，它的物理推论是由科恩 （ W . Kohn ( l 9 59)) 指 出的. 
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这个区域对积分渐近值的贡献是 

( p ( r ) 


Tif3 2 r 


2\pyr/h 


J )， 


^ ln Ti 7 e 


2ipff (/ fi 




由于迅速收敛性（见下面），对 f 的积分可以取为从 - «至《 • 

为计算积分 J , 我们将它分成从 - 00 至0和0至00的两部分，并在每一部分 

中我们使积分路径在复 f 平面转动直至它与正虚轴重合.然后，令 f = iy ， 我们得 


J = ( e ~ 2pyry/h In - - In — ydy . 

I I _ «y 

括号中的差值正好是4，所以*/ =化（&/2/7，) 2 .最后结果是 


<p(r) 


ta/T cos ( 2 p F r / h ) 

7 3 


(4 (K 23) 


因此，远离电荷受屏蔽场的电势是振荡的，其振幅按幂律 减小. 对的简 
并性等离体所推导出的这个结果，对于低温下在距离 r << b F /： r 处仍然有效 • 


习 


题 


对于 r = o 的简并性等离体.在々值的准经典范围确定电子振荡谱. 

解：函数如（ A ：) 由 r ( a ) , A ：) =0给出，而 q 用 （40. 17 ) 的表达式•对于小 / c(/cv 
«仪 ） ，我们发现 kv ? /w « 1 ;# 4 ( 0 ；, A ：) 用这个比值作展开，我们求得 




3 

\ 0\{2 


2 


( 1 ) 


( A . A . B ； iac OB ，1938) .①这部分谱对应于寻常等离体振荡（参见（32. 5 )). 

对于大 k ( kv r »/2 e , 但仍有 W « p F ) ，我们发现 a )^ kv F . 用逐步求近法求解 

方程 A =0,我们得到 


a ) = kv ¥ 1 + 2 exp 


lk 2 v \ 


-)1 


( 2 ) 


( H . M . ro / n ^ MaH ,1947) •这部分谱类似于不带电费米气体中的零声（参见第九 
卷 （4. 16)). 

图 12 以图解显示谱的形状.我们注 意到： 到处有 o>//c >4;因为当 r = o 时， 


①我们注意到，简并等离体中准经典频率认的条件<<^)与理想等离体的条件（的.4)相 


同. 
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没有速率的粒子 • 所以朗道阻尼严格 为零. 




第四章 

等离体中的碰撞 


§41 朗道碰撞积分 

关于等离体性质的研究，如果考虑到粒子间的碰撞，就必须从推导对电子和 
离子的分布函数的动理方程开始. 

这个情况的特点与带电粒子间库仑相互作用力的缓慢减小有关.如果玻尔 
兹曼碰撞积分被照原样应用，结果是对于互相碰掩粒子间的大距离来说，将导致 
积分是发散的.这意味着远距碰撞起重要作用.但在大距离时，粒子发生偏移只 
有微小动量变化.这种情况容许具有类似于在福克尔-普朗克方程中那样的碰 
撞积分形式.然而，与后者不相同的是，碰撞积分对所寻求分布函数来说现在不 
是线性关系.但是碰撞中动量变化相对很小，在任何情况下意味着可以把碰撞积 
分所描述的过程当作动量空间中的扩散来处理.因此，它可以写成 

^ (/) = - V • s = - ， 

卽 a 

其中 s 是动董空间中的粒子流密度.问题是要把这个粒子流用分布函数来表达. 

对于一个动量为 P 的粒子与动量为，在范围 d 3 〆 内的粒子之间每单位时间 
发生的碰撞数，我们写成 

祕 /(/O/'wWV; 

在碰撞中， P 和，分别变成 p +9和，-士这里已经考虑到碰撞中的动量守恒. 
为简洁起见，省略了分布函数中的自变 M /和 r •粒子 P 和粒子，可以是等离体 
中的相同类型或者不同类型（电子，离子）.我们将认为函数 w 是通过每个粒子 
碰撞前后动量之和的一半以及动 里传递 来表 达的： 

^ (p -y ); 

当然，它还依赖于相碰撞粒子的类型.根据细致平衡原理 （2. 8) ,函数 w 关于初 
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始粒子和终末粒子的交换是对 称的: 


^ (p +y ~ Y ；q ) ^ w { p 一 I; 一穿)， （ 41 . 1) 

函数 w 含有一个 S 函数的因子，它表达碰撞中能量守恒（动量守恒早已被考虑到）. 

让我们考虑（给定类型粒子）动量空间某点 P 垂直于 h 轴的单位面积•按定 
义，粒子流密度分量 s a 是每单位时间从左向右穿过这个面积比从右向左穿过它 
所超过的（该类）粒子数.动量空间中的移动是碰撞的结果.如果一个粒子在碰 
撞中接受动量的 a 分量等于 1( >0), 这种碰撞的结果将是，对于从左向右穿过 
这面积的那些粒子，碰撞前它们的这个分量值位于从 P a 至因此，从左向 

右穿过该面积的粒子总数是 

Pq 

I | d 3 9 j dV J ^ (p -yW )/(/ ? )/ ， (P ， ) d P a * 

7a >0 Pa，U 

求和是对带撇号量所指的所有粒子类型采取的（当然，包括不带撇号量所指的 
给定类型）.类似地，从右向左穿过该面积的粒子数可写成 


S | d 3 q j J w 卜， 〆 ; 一分 )/(P + 夺 ) /'(〆 - 令 ) d /V 

9 a >0 

由于 （41. I ) ， 两个积分中的函数 w 是相同的.因此这些积分的差含有被积 
表达式中的差 

/00尸( 〆 ) - f ( p + q ) r ( p ’- g ). 

现在我们应用动量传递 g 很小这个事实（更确切地说，积分中重要的分值 
远小于^和 〆 ）•将上述差展开成 g 的幂函数，直至一级项我们求得 

[ -^lf，( P ，) +/(p) a/ y) ] V 

L dp fi dp p 

于是，至相同准确度，我们可以在被积表达式中令 


w\P + 冬 ，〆 - 9 


2 


2 


\q ) 


对 d /) a 的积分，它包括从至化的小区间，可用这个区间 L 简单相乘来代 
替.结果是 


=1 


d 3 g | w(p,p f ； q) f(p) 8’:？) 


-f\p ， ) 


df(p) 


M〆〆 . 


(41.2) 


由于（41.1)，《;(尸，/^4)是9的偶函数，因而（ 4 1.2)中整个被积表达式也是偶 
函数.这使我们能够把对半空间 L >0 的积分用对整个 g 空间积分的一半来代替. 
在重写 表达式 （41. 2) 时，我们同时在其中按照 



w^q = It; - i; ' I dcr 

引进碰撞截面来代替函数正如由于写下关于碰撞积分的形式 （3. 9) 时所早已 
解释过的，从此以后可以认为独立积分的数目已通过应用能量守恒律而减少.因 
此每类粒子在动量空间的动1流密度采取下列 形式： 


S J [/⑻ 




dp ： 




(41.3) 


其中 


4 / 




f I do \ 


(4 K 4) 


剩下还要计算对于按库仑律相互作用的粒子的碰撞的量 

对于小偏移角，相碰粒子的动量变化 g 垂直于其相对 速度® 因此，张 

量对矢量 v 也是横 向的： 

-於、 ）=0. (41. 5) 

立 刻可以 注意到，对于所有粒 子的平衡分布 ，这 样就自动保证了流 （41. 3) 
变为零.用麦克斯韦分布/和 /' (具有相同温度 (41.3) 中的被积表达式变成 




=0. 


矢量 v - 


同时也是张蒙能够依赖的唯一矢量 • 这种张量，对 v '为横向, 


必须具有下列形式 




o 


' g )(V 

v - V 9 ) 2 




其中标量 


=^«« = y J ^ 2 i v 


令 at 为（二粒子质心系中）相对速度的偏移角 • 对于小偏移角，动量改变具 
有数崖:为 - c ' Us 其中 m 是粒子的约化质量.因此 




U 2 ! 


| 3 = M 2 \ v - v ' I 


其中 


1 - cos x) ^ J^ 2 ^ 


是输运截面.关于库仑场中小角散射的微分散射截面，由卢瑟福公式给出为 

4(e£ ； )ld^ (4 

〆 卜 -OY m 2 (^OY 

( 其中 e 和，是相碰粒子上的电荷） • 因此，输运截面是 


(41.6) 




(41.7) 
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所以，的值是 


B 


o/J 


2Tr(ee f ) 

v - V ’ 


L 




(匕 — r ’ j (〜 - V、 
(« ') 2 


(41，8) 


积分△是对数发散的.下限处的发散的物理原因是库仑力减小的缓慢性，导 
致小角度散射的高概率.然而实际上，电中性等离体中 ，一 个粒子的库仑场在充 
分大距离处受到其余电荷的 屏蔽； 令 Ar min 表示仍能被认为是库仑散射的最小散 
射角的数量级.上限处的发散只不过是由于所有公式都是在小角度散射的假设 


下写出的，而当; T 时它们不再适用.注意到大自变量的对数对该自变量的小 
变化是相当不敏感的，我们可以按它们的数量级的估计 量取作 积分限，写出 


L = ln ( 1 / x min ) • (41.9) 

这个量称为库仑对数.同时必须强调，确定它的这种方法使整个讨论限于所谓对 
数准确度，它不仅忽略了远小于大 tt 的量，而且也忽略了远小于其对数 
的量 • 

的实际估计依赖于粒子的散射是用经典力学描述还是用 ® 子力学描述 
(表达式 （41.8) 本身对两种情况都是有效的，因为纯库仑散射在经典力学中和 
在量子力学中都是用卢瑟福公式描述的 $)• 

等离体中一个粒子的库仑场，德拜半径 a 馈级的距离被屏蔽.在经典情况， 
|«^定义为在碰撞参 it 〜 a 处通过的散射角，相应的动量变化是9 〜 lee f 1/( av t ) 

(即力〜 iee f l / a 2 和渡越时间 - a / v t 的乘积）.②(/除以动量〜我们有;^„ ~ 
16^1/(叩圮）.经典散射的条件是^|/呵》 1( 见第三卷，§ 127) •因而我们有 

L = ln -^-, 当•^上 >>1. (41.10) 

lee I nv T 

在相反的极限情况<< 1，散射必须 按蜇子 力学方式应用玻恩近 
似处理.这个情况下散射截面用具有波矢的散射势的傅里叶分 M 来表达•屏 
蔽电荷“云”（尺 度〜 a ) 对这个分贵的贡献，当时变得 很小； 这正是纯库 
仑散射的条件.从而角;按条件 

U , 九 卜 1 

求出.于是，在这个情况， 

L = ln ^, 当^ (41.11) 
n nv r 


① 在 t 子情况，对于同类粒子（电子）的散射，必须考虑到交换效应•然而，这个效应并不改变小角 
度敗射截面的极限形式 （41.6). 

② 这里以及下面所有类似地方次是两个粒子相对速度》的平 均值. 如果两粒子为同一类型, 
它是平均值4如果它们为不同类型，它是》和 V 中的大者- 
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当然，当 le^l - Hv f 时，表达式 （41.10) 和 （41.11) 重合. 

现在让我们通过将 (41.8) 代入 (41.3), 写出动量空间中流密度的最终表 达式: 


相应的动理方程是 


5 


神叫 ( 令-， 


d / , r / df 


X 


，: > X - 欠二 ' J (« vS ) dV . 

\v -v 


^ + v - -^ + e(E + -U; xB 

dt dr \ c 



(41. 12) 

(41. 13) 


(其中 e 是与 / 有关的粒子上的电荷，即对电子是 - e 而对离子是 m ). 对于粒子 
间有库仑相互作用的气体，对数近似下的碰撞积分是由朗道 U . fl . /IanAay 
(1936)) 所确定的. 

朗道碰撞积分的适用性依赖于满足某些条件.分布函数明显变化的特征长 
度 1/ A ： 必须远大于屏蔽半径心而特征时间 l / o > 必须远大于 a / i ^ ; 然而，在对数 
近似下，实际上充分的是只要这些条件以弱形式，即用 < 来代替《， 

ka < \ y a ) < v t /a (41.14) 


得到满足. 


习 题 


§34中曾经证明•具有波数灸的电子密度的微扰已经由于朗道阻尼被消除 
后，分布函数的微扰仍继续像 e ^ w (34. 16) 那样振荡.求出当时间 t »\/{ kv ) 
时，由于库仑碰撞这些振荡的阻尼 • 

解 ：我们 寻求下列形式的分布函数： 

/=/o+S/, bf : a、t )〆♦ — .' ( 1 ) 

其中8/是平衡分布/。的微扰，而 a 是速度的慢变函数（仅在区间 ~ i )» l /( h ) 才 
有明显变化） • 将 （1) 代入 （41. 〖 2 )，我们只需在被积表达式中保留下面这样 的项： 

op tti 

其余项仅有很小贡献，这或者是由于迅速振荡因子 exp ( - ik • p ' O 使积分变得 
很小.或者是由于它们并不包含因子以» l / v . 对于后一原因，在计算孓 • s 时 
需要求导的也只有指数因子 • 于是动理方程给出 


da 

dt 




其中数量级上系数而 P 是碰撞 频率. 因此 


a(t t v ) =a 0 (v )exp| — ~^~k a k fi b 岵 t 3 


(2) 
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从而振荡的阻尼时间是 


-1/3 


(絲) 


- 2/2 


因为朗道阻尼的整个理论仅当約 » 1 /才有意义，我们有 T d << \/v, (2) 式的结 
果仅当其中指数远小于 （ 1 ) 式中指教时才 正确； 为此我们必须有£ << 

( vkv ) _,/2 .此时，振荡被阻尼到乘以因子 exp [- s / kv / v ]• 

§42 电子与离子之间的能量传递 


电子质量 m 和离子质量 A / 之间的很大差別阻碍了电子与离子间的能量传 
递•.当一个重粒子与一个轻粒子碰撞时，各自能量几乎 不变. 因此，电子间和离子 
间各自平衡的建立要比电子与离子间平衡的建立快得多.结果很容易导致这样 
一种情况，等离体的电子和离子组分各自具有麦克斯韦分布，但带有不同温度 
7 V 和它们中7\通常 较大. 

电子和离子温度之间的差别引起等离体两组分间的能 M 传递，这可确定如 
下 （ 71. TIaHflay ， 1936) • 

对属于电子的和属于离子的物理 W , 我们将暂时分别用字母上带符号和 
不带符号来表示.每单位体积和单位时间离子能最的变化由下列积分 给出： 

普= sCifjd^p = - | ^ V p • sd 3 p , 

或者，分部积分 

^ = f s • — d 3 p = f s • i ; d^p (42. 1) 

df J dp J 

(对动量空间中无限远曲面上的积分照例为零） • 

确定动量空间中电子流和离子流的公式 （41. 3) 中的求和，剩下的仅有相应 
于电子离子碰撞的那 些项； 电子电子和离子离子碰撺的项对麦克斯韦分布来说 
为零.将温度分别为 r 和 r 的麦克斯韦分布代人这些剩余项中，对于离子流我 
们得到 

、 = /#’ (争 ) 丑呦 

按 （41. 5) =化^^，作这个变换并将离子流 s 代人 （42. 1) ，我们求得 

= D ) J //\ Wpd 3 〆 . (42.2) 

因为电子质量小，它们的速度平均来说远大于离 子的. 因此在中我们令 
V 、 - V a ^ v f a . 于是量 邱不再 依赖于 t ;„， 从而在 （42. 2) 中我们可以完成对 d 3 P 的 

积分： 



因此 
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6 E 

d 7 


NT ( 

lf \ 


卜） ]/ 別 V . 


(42.3) 


最后，这里把由 （41.8) 的 B =47 re 4 z 2 L / t / (其中 a 是离子电荷）代入，并注意到对 
于麦克斯韦分布有 


1/^ 


； N ' M ‘ 


我们得到 


dE _ 4 NN f z 2 e 4 V 2 i^L , _ 

d7 = MT^ 2 ( - )• 


(42.4) 


具有负号的同样表达式给出等离体中电子组分的能景减少， - df / ck . 将每 
单位体积的电子能 M 用电子温度表达为 F =3 iV ' r '/2, 并对电子和离子量恢复 
应用下标 e 和 i ， 我们可以写出电子温度变化率的下列最终表 达式： 


df 


T .- T , 




(42.5) 


这里库仑对数是 


In ( aT/ze 2 ), 


当 ze 2 /( hv Te ) » 1 , 


L e = 


ln ( ^ m T c a/h) , 当 2€ 2 /( hv Tt ) « 1. 


(42.6) 


景 < 是关于电子离子间建立平衡的弛豫 时间. 

§43等离体中粒子的平均自由程 

我们由§41中的推导看出，输运截面 cr t (4 i .7) 在动理方程中起碰撞参量 

的作用.它因而也-定会出现在平均自由程的定 义中. 

对于电子电子 （ ee ) 和电子离子 （ ei ) 碰撞，约化质 Mm 〜饥，以及因为电子速 
率远大于离子速率，我们有 

一％) 2 - mv\ e - T e . 

由此得到电子平均自由程的估计量为 

/，7^/(4仰 4 队）， (43.1) 

其中 k 由 （42. 6) 给出.估计踅中省略了因子它被假设为^〜 1. 电子平均自由 
时间 r e ( 或其倒数，碰撞频率匕）是 

1 K T 3 : 2 m i/2 

r - -—— . (43.2) 

c 匕 ％ 4Tre 4 /VL, 

注意到 


(43.1) 
.电子平均自由 


(43.2) 
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) 3/2 




和由于等离体为稀薄的条件 （27. 1) 而有~ 因此，碰撞频率远小于电子等 

离体 频率： 


v c « v Te /a e = fl e . 

类似地，关于离子离子 （ H ) 碰撞的离子平均自由程是 

1 { - T^/i^NL,) 9 L. =\n(aT/e 2 ) , 

其中 A 是用离子量代替电子量的库仑对数.相应的平均自由时间是 

1 7^ /2 Af 1/2 


(43.3) 


(43.4) 


(43. 


童\确定等离体的电子组分建立局域热平衡的弛豫时间的数量级，而 I ，是 
关于离子组分的相应弛豫 时间. 虽然对 ee 和 ei 碰撞的频率、和〜具有相同景 
级，但绝对不是电子和离子间建立平衡的弛豫时间，它仅描述从电子向离子 


的动量传递率，而不是描述它们之间的能量交 换率. 电子离子平衡的弛豫时间由 
§42中所确定的最 <给岀.把这些不同的时间进行比较表明 


r cr : r ti ： {M/m) W2 ： (M/m). (43.6) 

平均自由程可用来估计等离体的动理系数. 

为估计电导率 ct ■，我们应用熟悉的“气体动理学理论”的初等 公式. 具有电 
荷 e 和质量 m 的粒子（载流子），在自由运动的时间 r 内，从电场£：获得“有序” 
速率 V ^ reK/m. 这个运动所产生的电流密度是 ） 〜 e / VK 电导率是 ） 和£之间的 


比例因子，因此是 

o ■〜 e 2 7Vr/m 〜 e 2 Nl/( mv T ) , (43. 7 ) 

其中 /， m 和&选取属于较轻粒子即电子的 fit 应用这个公式 W 的估计量是 

a 〜 t^/em n L t . (43.8) 

热导率可用初等公式 （7. 10) 类似地加以估计.电子起主要作用，我们有〜 

AUhA (其中 q 〜1是电子热容），由此得 

k 〜 7^/(/ 爪•％)• (43.9) 

等离体的黏度，与电导率和热导率不同，主要归因于离子运动，这是由于等 
离体的大部分动量集中于离子 组分. 而且，一个离子与电子发生碰撞时，其动童 
变化不大，为此仅考虑^碰撞就够了 • 黏度按 （8. 11 ) 估计为 T ? 由此 

v ^M x/2 T in / {e A l.). (43. 10) 

关于 表达式 （ 43. 8) — (43. 10) 中系数的计算，需要求解带朗道碰撞积分的 
线性化动理方程，这只能用近似数值计算方法完成•例如，对于氢等离体 b = 1 )， 
关于, k •和 ？7 表达式中的系数，分别是 0. 6 ,0. 9 和 0. 4. 
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§44洛伦兹等离体 


在计算等离体中对动理系数的电子贡献时 ，一 般必须考虑到 ei 和 ee 两类 
碰撞.然而，如果离子电荷充分大， ei 碰撞的影响可能占优势.的确，恍碰撞截面 
正比于 U 2 ) 2 , 而这种碰撞的频率、还正比于电子密度义；类似地， ei 碰撞的频 
率正比于 Ue 2 ) 2 / V , =^\，所以如果2»1则有匕》、•一个等离体，当其中的 
ee 碰撞与 d 碰撞比较起来可以忽略时，称为 洛伦兹等离体 .虽然这不是一个很 
现实的情况，但就方法论上来说以及就对其他系统的可能应用®来说，这都是令 
人感兴趣的. 

因为离子速率远小于电子速率 ，一 级近似下可以忽略离子速率，即可认为离 
子是静止的，而且具有给定分布.关于外电场中等离体行为的问题，有一从尤方 
向——电场五的方向.如果电子分布函数仅略不同于平衡形式，/=/。（/0 +5/, 
小校正项5/对电场是线性的， B 卩，具有形式 8/ = p - Eg(p). 这些条件下的电子 
离子碰撞积分，与§ 11关于轻气体在重气体中扩散问题给出的碰撞积分形式上 


相同: 


C(/) = - p Kt (v)hf, 
带有与速率有关的有 效碰撞频率： 


(44. 1) 


" e i ( v ) = , (44.2) 

而 o ■广>是电子被离子散射的输运截面•用 （41.7) 给出的 cr ( ( ei ) 和 = A ^, 我们 


求得 


4irze*N r L 

— n ~ 

m v 


(44.3) 


本节余下部分我们将简单地写为 viv ) ，省略下标 ei . 

现在让我们来计算，空间均匀（波矢 A =0) 但周期性变化 （ cx e ^«‘） 的电场 
中，洛伦兹等离体的电容率•对平衡分布的校正 S / 以同样方式依赖于时间，关于 
它的动理方程是 


- icobf - eE 


^fo 

¥ 


p(v)bf=o 


还注意到<。/印=由此我们求得 


¥ 


T 


E 


fo 


u( v) - 1(0 


电容率借助于关系式 U 9. 4 ): -‘p = y , 或者 


(44,4) 


(44.5) 


①例如 ，一 个弱电离气体，其中 ei 碰撞由电子与中性朦子之间的碰掩所代替 • 
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1(0 ^-E 
4 tt 


e f v 6/d 3 p 


(44.6) 


予以 确定. 用 （44.5) 代人并对 t ; 的方向平均（按= 

相 =i -黑/:+’以). 


我们得到 

(44.7) 


在极限 cu >>!/①,这个公式给出 

4 ire 2 N e ^ e 2 N r/ 2 、 

e ( o >) = 1-— + 1 ^ 3^ {v v { v ) 〉 ， (44. 8) 

ma ) 3 (o T 


其中〈〉是对电子的麦克斯韦分布求 平均. 用 （44.3) 的来计算平均值，我们 
得到 


e( (o) = 1 


戊 .4 ze * LN e ^ 

— + 1 — 1 必 ■ — 

2 a rwi3/2 1/2 3 

(o ^ I m a ) 


((O » v). 


(44.9) 


然而，这个公式的有效范围还有一个上限，由碰撞积分中使对数近似适用的一般 
条件 （41. 14) 给岀(频率必须远小于电子等离体频率）②. 

公式（ 44 .9)具有特殊意义，因为它对任何（不仅大） z 的值都是有效的.当 
如 >> 〃时，碰撞仅引起小校正，因而 ei 和 ee 碰撞可以各自单独地 处理. 不存在离 
子时，均匀电场仅会引起电子整体的位移，这种系统中的碰撞不能引起耗散（由 
电容率的虚部 〆 表示），在这些条件下，耗散仅归因于 （44. 9) 中考虑到的 ei 
碰撞. 


在相反的极限情况，当时，电容率是 


. 4 tt(t 




(44. 10) 


这个极限表达式中的量 a 是等离体的静电导率（见第八卷， §58) .用 （44. 3) 的 
^计算给出 


4 K Fy r 372 

^=^77 2 f i /2 - (44. 11) 

tt ze Lm 

当然，通过用 （44. 5) 的 5/( 带有 a ; =0) 直接计算电流密度 

j = -e j v 5/d 3 p 

也会得到同样结果. 

我们还将计算洛伦兹等离体的其他动理系数，它们与恒定 （ w =0) 电场和温 
度梯度下等离体的行为 有关. 让我们首先回想一下这些系数的定义（见第八卷， 


① 符号 V (不带自 变景） 表示 t ； = h 时 〆 10的值.在现在的情况 , p ^ 4 ^ e 4 N t L /( m U 2 Tl /2 ), 

② 对时 〆 的计算在§48中讨论. 
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§25). 

大家知道，热平衡的条件要求在整个介质内，不仅温度是恒定的，而且 M +以 
也是恒定的，其中 M 是粒子的化学势，而^是外场中粒子的能最.在目前情况 
下，我们考虑的是对于电子的平衡，所以/ X 应理解为电子化学势，而"=-叫，其 
中 p 是电 场势. 因此，电流 j 和耗散能流^仅当 r = const 和/^ -ep = const , 即 
Vr = 0 t V / x , + = 0 时，才同时 为零. 关于满足所述条件的 《 /和 〆 的表达式写出 
如下： 

£■ + 丄 — y + a VT ， (44. 12) 

e a 

q f - (cp 一令 ) j = a Tj-KVT. (44. 13) 

这里 cr 是介质的电导率， 〃 是热导率， a 是温差电 系数； （44. 12) 中 V 7 1 前的系数 
与 （44. 13) 中 J 前的系数之间的关系是根据昂萨格原理得 出的. 

(从总能流减 i 的部分）是运流能流密度®. 

为计算动理系数，我们从动理方程 

- eE * — + v • -^ = - v ( v)bf (44. 14 ) 

dp dr 

出发.用形式为 ® 

/ o = exp (^~) (44.15) 

的平衡分布代人，我们求得 

•• 

^---^ eE + v ^- v ^t^) v ' VT - (4416) 

温差电系数是在 E + 丄^=0条件下，由方程•/二中的系数 计算. 

€ 

我们写出 


j = - e [ v S/d 3 p = _ 

在对 I ；的方向平均后求得 

N e e / 办 2 (M - g) 

a = 3^ r { v(v) 


fJ ，。 急 (v • vr)d3p 


\ 1 (v 2 e/v(v)) \ 

; <77^ i 


f 


(44. 17) 


① 关系式 （44. 12) 和 （44. 13) 在第八卷， §25 中是用不同记号写出的，其中用 <p 和£代表这里的 

< p - M / e 和£ + 在唯象方法中该定义是允许的.但在动理学理论中是不适当的，其中-必须理解 

为作用于电子的力 • 

② 用相同宇母 er 来表示电容率和电子能两者，不会引起仟何 误解. 



用 （413) 的 Wt ；) 计算给出 0) 
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a = 




(44. 18) 


为计算热导率，我们注意到对 y 
(44. 16), 同时用 （44. 18) 的 a , 给出 


= 0,必须有£ + Vfji/e ^ a vr 将这个值代入 


5/= 7*) l 4 - f)^ Vr 


用这个函数来计算能流 


^ = | v ebfd 3 p , 


得到 


4 


v 2 e{ AT - e) 


(v) 


(44. 19) 


和最后 


16^2 


3/2 


习 


Lm 


题 


(4120) 


求电子等离体波阻尼的碰撞部分 • 

解：如 果电容率的虚部很小，来自朗道阻尼和来自碰撞这两部分对它的贡献 
是加 性的. 因此 6 T 由 （44. 9) 给出. 令 它等于零给出 CO - iy , 其中阻尼系数是 


7 = 


Ki _ 2 ze 4 LN e 


3 


1/2 mi / 2 9 


由于稀薄等离体的条件，比值 


2 % ; 1/3 


y _\{2zL I e N- 

= 丁 l ~T 


3/2 


« 1 ， 


这证明应用 （44. 9) 的正确 性， 

§45脱逸电子 

库仑碰撞截面随施碰粒子速率的增加而迅速减小，如我们将看到的，导致下 
面这样的结果：在不管多么弱的电场中，等离体中充分快电子的分布函数受到高 

度畸变. 


①经典统计物理中，化学势含有形式为的一项，带有不定常最（（相当于熵中的不定相加常撤） ♦ 
这又在《中给出一个不定常然而，这个不定性并不影响任何观察效应；因为这类项在 
(44. 12) 两边消 去了. 如果/ 0 写成( 44 . 15) 的形式 • 躭固定了常世（的选择# = 71"[^/(27^7^ /2 ]. 


一个以热速率〃在电 场 £ 中运动的电子，在其平均自由时间内获得定向 


速率 


eEl eE 

mv mvN e (r x ( t;) 


v 3 mE 
4 ire r LN ^' 


其中用了 （41.7) 的截面 a •对于 t ; 〜 I ，其中 


4 tfN^L \ 1/2 
mE / 




(45. 1) 


我们有 K 〜〃;而对于〃 >\，平均自由程和平均自由时间已由速率 K 所支配•于 

是在平均自由时间内电子所获得的动景将是 

eEl eE V 3 m 2 E 17 / V \ 2 

- m - rrT ： - ； - ^ m V \ — I • 

V VN ^ XV ) 4 tt 6 3 L / V c V V c / 

电子在其自由程末端所传递的动 fl 是〜 mR 因此我们看到，具有充分高速率的 
电子将无限制地被 加速； 这些称 为脱逸电子. 如果〜 >> (八 / m ) 1 ' 这现象将只 

有在麦克斯韦分布的髙能“尾巴”才能观察到；为此，电场必须满足条件 

E « E c =4 ire 3 LN e / T r . (45.2) 

C VC 

在这些情况下，脱逸电子问题可作为定态问题求解.绝大多数电子是麦克斯 
韦分布，起库的作用，从此库有稳态细流“流”向高能方面 

根据脱逸电子是由电场定向加速所引起的事实，很明显它们主要在与电场 
方向成小角度0内运动.然而，如果我们仅试图计算脱逸电子流，则无需完全确 
定它们的分布 函数; 求得对角度平均后的能 a 分布7就足够了. 

关于电场中电子动董分布的动理方程是 


E«E 


逆 - eE • 逆 + 

dt dp 


5=0, 


(45.3) 


其中 S 是动量空间中的碰撞流密度 • 采用动量空间的球极坐标 P ，6/，( JP (极轴取为 
沿力方向），我们有 


-eE 


^ eE ( cosaf p ^ f B 


eE 


cos 6 d 


> 2/ 卜土 旮 sinW) 


流的散度是 


5 = > 吉(八)盖( si 〜•〜)• 


我们将方程 （45. 3) 对角度求平均，即乘以 2 irsin M 0/(4 tt ) 并 积分. 包含 


①脱逸电子的现象是由徳莱赛 （ H . Drei Cer ( 1958)) 指 出的； 这里给出 的定敵 理论应归于古列维奇 
( A . rypcBHM ( 1960) ) • 
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的所有项均消失，而在一级近似下因子 cos 0可用1代替.由此我们获得关 
于平均后函数广的方程 




)= 0 * 


(45-4) 


这个方程仅包含动量空间中流密度的径向分 a . 这个分 被 与碰撞中的能景传递 
有关, ei 碰撺对它的贡献显然远小于 ee 碰撞的贡献. 

因为脱逸电子仅是电子总数中的很小分数，在计算流\时我们只需考虑它 
们与绝大多数麦克斯韦电子的碰撞（而无需考虑相互之间的碰撞）；后者的速率 
远小于脱逸电子的速率.在这些条件下，无需重新计算 我们可以通过与早先 
推得的公式 （22. 5) 的直接类比写出下列表 达式： 


=- T t v^{v)m 

nD 


时冬 P 

dp mT t 


-/], 


(45.5 


其中 Kc ( v ) =4 价 4 yV e L /( mV ) 是快电子与慢电子间的库仑碰撞频率（请比较 
(44. 3) )0). 因为表达式 （45. 5) 适用于具有速率的电子，关于库仑对数我 

们有 


L = ln ( mv 2 c a / e 2 ). 


(45. 6) 


由方程 （45. 4) 的形式可以看出 


P 


+ eE 了 


(45.7) 


为动 M 空间中（来自碰撞和来自场作用的）总径向流密度 • 按照前述讨论，可以 
寻求脱逸电子分布的定态形式， BP , 动理方程 （45. 4) 中的时间导数项可以忽略 • 
于是 


2 

4 Tip S p = const = n riin . 

这个等式（用 （45.5) 所给出的 \), 是确定分布函敗厂的微分方程•常最 
所寻求的每单位时间和每单位体积的脱逸电子总数 • 

我们引进下式所定义的 U 纲为1的变数 u 和常数6 

u = P^Pc * 6 = E/E c , p c = ( mTyb) xn . 

于是方程 （45. 8) 变成 

^-(i -u 2 )/ = c, 

u au 


(45.8) 
i mn 给出 


(45.9) 


(45, 10) 


其 中常错 C 与相差一个恒定因子.因为我们假设场 E <<仏，于是参数6 << 
1;在本问题中，这是表征近似程度的小 参数氰 


① 在推导 （22. 5) 时，我们仅应用了碰掩中能》传递小的性质，以及粑粒子速率相对于人射粒子速 
率为小的性质.转换到目前情况，我们只需用历代替 （22. 5 ) 中的 W 并选取恍碰掩的自由程作为平均自 

由程 Z . 

② 尤其是，对动理方程角度部分的分析表明，脱逸电子的运动方向位于角度范围 
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方程 （45. 10) 的解是 


=F -CF 


] j du ^ 


(45. 11 


其中 




37I ex P 


{ 2 错叫 } 


(2^mT K y ^26 V 2 / J 

是齐次方程的解.，中的归一化因数由下列条件确定：当 
成麦克斯韦分布 


(45, 12) 
0时，函数^应该变 


/o = 


e 


eXp (士) • 


八 （ 2 獅 TJ 3/2 ^ 26 r 

当 u — 00，函数 F 无限增加 ，而 7( u ) 必须仍为有限.因此我们有条件当 
0,由此求得常数 C 为①： 


时 


C =： 




3/2 


[} exp {^( 


)} 


udu 


(45. 13) 


(27rmT e )^ L { * I 2b \ 2 I J J 

积分利用鞍点法来计算，通过将指数在其 u = i 处的极大值附近作展开•这 
样得出关于每单位时间和每单位体积的脱逸电子数对场 a 的下列依赖关系： 




C 


4 E 


(45. 14) 


这里指数函数前的系数只是量纲上 正确； 更精确的计算会超出这里所用近似，而 
从一开始就要求对动理方程的更精确解. 
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带有朗道碰撞积分的动理方程，使对等离体物理问题的求解仅能具有对数 
准确度：库仑对数的大自变量没有完全确定.这个不确定性归因于大散射角处和 
小散射角处积分的发散性.正如已经提及的，大散射角处的发散没有什么根本重 
要性； 它仅是由于用动量传递9的幂作展开引起的，而在玻尔兹曼碰撞积分本身 
中并不 出现. 小散射角处的发散是由于未考虑等离体对粒子相互散射的屏蔽效 
应. 要计箅碰撞积分到高于对数准确度，我们（不仅在库仑对数中确定积分范围 
时，才考虑到屏蔽）必须从一开头就始终一贯地考虑到 屏蔽. 

在§41中曾注意到，带电粒子间有屏蔽相互作用时，碰撞积分的适用性条 
件要求，在时间 〜 a / 匕 内和距离〜 a 上分布函数变化 很小. 同样这些条件使我们 
能宏观上将电荷的屏蔽作为等离体的介电极化来处理. 

我们将在两个极限情况下来考虑所提出的这个问题••（〗〉当量子力学的玻 


①关于边界条件.这里有类似于§ 24中的表述. 
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恩近似可以应用于粒子碰撞时， （2) 当碰撞过程可应用准经典近似时. 

玻恩情况 

我们从第一种情况开始，它在满足条件 

\ ee , \/ hv r « 1 (46. 1 ) 

时发生. 

介电体对粒子散射的影响，最淸楚的方式是用图解法的语言来表述.在玻恩 
近似，两个粒子的散射（在非相对论情况下）用下列图① 



(46.2) 


描述，其中虚线对应于函数 4 tt / 〆 ， 它是一个单位电荷的库仑势的傅里叶分童 U 
是散射中所传递的动 ft ). 介质的唯一效应是这个函数要用介质中电势分量 4 tt / 


来代替，其中是介质的电容率张量，而； lo > 是所传递的能 M 
(请比较第九卷， §85) .散射幅相应地包含一个额外因子而截面 
则包含此量的模平方，因此 


da = dcr 


q 


4 


(46. 3) 


U I 

为简单起见，今后我们将假设等离体为各向同性的.于是张最化为两个 
标 M &和£,，而乘积 


只涉及其中 一个； 我们将省略下标1,并用 f 表示纵向电容率.因此，散射截面变 
成 


d (7 = -： - 1 ( 46 - 4) 

\s(co 9 q/H) 

其中 c ^ Ru S 关于真空中散射的寻常卢瑟福截面还注意到碰撞中所传递的能 
a 与动 a 传递由 

ha ) = q • V (46. 5 ) 


① 如§41中那样，字母上不带号和带号的饊指两个互碰粒子的（它们可以为相同或不同类 

型〉 • 

② 在全同粒子（以不同小角度）的散射中， ckr Rtl 应理解为考虑到带交换效应的库仑散射截面（见第 
三卷，§ 137). 



§46 收敛碰撞积分 


• 171 • 


相联系，其中 V 是碰撞粒子的质心速度®•矢量 q 的绝对值与质心系中散射角;^ 
由通常公式 



(46.6) 


相联系，其中 M = m + m '). 

对于大角度和小角度散射能自动给岀正确处理并且没有发散的碰撞积分， 


可以通过将 （46. 4) 代入通常的玻尔兹曼积分（参见 （3. 9)) 而 获得: 


C(J) = 11 {f(p +«)/’(〆• 穿 ) -f(p)f , (p , )} 


\v -v f I 山 r Ru 

s((0,q/h) | 2 




(46.7) 


求和是对带撇号量所指的所有类型粒子进行的. 

具有碰撞积分 （46. 7) 的动理方程很复杂，这不仅是因为被积表达式不能用 
q 的幂展开，还因为等离体的电容率本身是用所寻求的分布函数来定义的 • 只有 
在稍微偏离平衡的情况下，当动理方程可以线性化时，才可达到重要简化 • 于是 
电容率要用平衡分布函数来计算，因而不依赖于所寻求校正项. 


准经典情况 


现在让我们转到相反的极限情况，这时有 

\ ee r \/{ hv t ) »1, (46.8) 

而对粒子的散射可应用准经典近似.在这个情况，对于大角度和小角度散射，我 
们不能以相同方式考虑到介质对散射的影响（而在玻恩情况下这是可能的）；必 
须分别考虑到这两个范围，然后在中等角度将这些结果“连接”起来 • 

介电体中以速度0运动的电荷 e , 它的场由下列方程 

▽ •£) =4Tre8( r -v t) 

给出.用傅里叶分 M 表示，这给出场势为@ 


一 Ane _ -i 

ipk : k 2 e(k • v ， k) e 

对于小散射角，粒子动量的变化由经典公式 


Q 




t 


(46.9) 


(46. 10) 


给出（见第一卷，§20)，其中是两个粒子的互作用能，而积分路径则取为沿直 


① 通过把粒子的速度似和，用它们的质心速度 v 和相对运动速度 I ；来表达，并应用散射中 v 

和 k 不变的事实，就很容易证明这点. 

② 公式 (46. 9>的推导假设了 D 和£之间的线性关系，因而充分弱的场 • 这个条件在（弱非理想气 
体中）距离处肯定是满 足的. 由此引起的积分发散要通过应用公式（ 4 6.9)予以消除.这些距离相当 
于 fcSl / G , 对此电容率与1有相当大的 差别. 
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mr = p ^ v ^ t ( p 为碰撞参量矢董）•①将能 M = 表达为傅里叶积分 


U = 4 iree f 


c d 3 ^ 

J k 2 e ( (o y k ) ( 2 tt ) 3 


(其中用 • t ；) ，将上式代人 （46. 10)， 我们得到 


(46. 11) 


ao 


q 二一 ^Ti\ee f 




(2tt) 






l dt l. 


k e( (x) ^k) 

括号内的积分给出 2778(^,, )/\v - I ；' 丨，其中^是矢量灸在 I ； 
然后，通过对积分消去5函数，我们求得 


^方向的分量. 


Q 


Aiixee 


k 


iJt 


1 




丄 


I 


s ( o ), k ± ) (2 tt )' 

其中跟 p —样，是垂直于 V - 〆 平面内的二维 矢量. 同时，频率是 

£t)=fe ± *v= 灸上 .V. (46. 13 ) 

本节剩余部分中，我们将省略下标丄并用々表示这个二维矢量 • 

我们现在借助于 （46. 12) 来计算下列最 


(46. 12) 


B 


2 


| ⑽ l d V ， 


(46. 14) 


当碰撞积分用小量的幂作展开时，上述量出现在该积分中 （（41. 4) 中的截面 
d < r 现在写成碰撞面积 d 2 p ). 将两个 （46. 12) 这样的积分的乘积写成对 dlW 的 

二重积分，我们借助于公式 


I " cl 2 P = (2TT) 2 5(it+r) 


完成对 d 2 p 的 积分. 这以后对 dV 的积分于是只不过是除去6函数，剩下 


B 


2 e 


k a k^d 2 k 




(46. 15) 


(这里我们还曾应用了 （28. 9) 中 


\ni A \e{k-V 9 k )\ 2 
- a ) * k ) = e * 这 一 性质） • 这些积分对 


小灸是收敛的（因为当扣，“0时有 id - 2 —0)^. 

方程 （46. 15) 含有非零频率 w=k • V 处的电 容率； 注意到这情形，因此有时 
说成这个公式考虑到 动态屏 蔽效应 •（46. 15) 中的被积表达式，通过函数 s 的自 
变量 A • V 而依赖于 V 的方向 • 当积分是在对数近似 I 进行计算的时候，这个依 
赖性消失了 • 在此近似下积分限于 从灸〜 1/ a 到灸的 范围- 积分中起 


① g 是作为每个碰撺粒子的动姑改变，还是作为它们相对运动的动贵改变来进行计算是无关紧要 
的. 

② 朗道碰撞积分中，由于库仑场屏蔽而导致发散的消除，这应归功于巴列斯库 （ R . Balescu (1960)) 
和莱纳尔 （ A . Lenard ( I 960)). 完全收敛表达式 （ 4 6. 7 ) 是由挎哈泽和西林 （ A . A . PyxaA 3 e , B . n . Cujimh 
(1961)) 给 出的. 
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最重要作用的 &值是 远离这两个极限的那些值；在该范围有 Id 2 =1,而积分简 


化为 f k a k fi d 2 k / k \ 将被积表达式对垂直于'的平面内*的所有方向求平均, 


我们回到以前的表达式 （41. 8), 带有 L = J " dk/L 

为消去大动量传递处的发散性，如早已提到过的，我们必须将展成9的幂的 
碰撞积 分与未作展开的积分“连接”起来 aHubbanl ， 1961 ; O.Acmo ， 1962). 

现在让我们考虑差值 

C cI (/) (46. 16) 

其中是所寻求的收敛碰撞积分，而 C B 是由 （46.7) 所给出的，它在玻恩近似 
情况下是正确的碰撞积分，但在这里只起辅助作用 • 

我们将散射角的变化范围分成两部分 •. 

I ) x<x\y n) n ， 

其中^的选择使 

lee ' \/( fiav z t ) « X \ « 1 - (46.17) 

对于库仑场中的经典小角散射，散射角; r 与碰撞参 Mp 之间由关系式 

p = 2\ ee f \ /[/ x ( v -v ( ) 2 x ] 

相联系.因此 ，（ 在条件 （46. 17) 下）值;^=1对应于 p = p , «心结果在这个距离 
屏蔽不重要，而可将散射实际上看作纯库仑散射.相同结论适用于 P<Pi (即义> 
I )的整个范围.因而，在这个范围，散射截面具有卢瑟福散射形式，而对碰撞积 
分的相应贡献是 


(/) = X / [/(p + 《)/'(〆 D _/(p)/'(zO] 卜 

X>Xi 

X > x ^ 范围对积分 （46. 7) 的贡献严格相 似：在 该范围 w > %，根据条件 （46. 8) 





\ ee f \ 
h hv T a 



y 


所以在 （46. 7) 中我们可以令 I H 2 = 1. 因而仍然需要考虑的仅是来自范围尤< 


X i ( p > p i ) 对差值 （46. 16) 的贡献. 

整个这个范围动量传递很小，因而碰撞积分可以用9的幂 展开. 展开式 C 


中出现的量按积分（ 4 & I 4 )计算，用（ 4 6. 12)的仏 P > Pl 范围对这些积分的 


贡献是 




F 


afi ^ 



(46 - 18) 


• 174 • 


第四章等离体中的碰撞 


其中（对 d 2 P 和 d 2 幻的二重积分中的极限，按惯例用对 P 和&的极限表示.我们 
可以等同地将重写为 







(46. 19) 


这里的第一项，当像推导 （46. 15) 中那样进行变换时，给出对（ 4 6. 18) 的贡 


献为 



这个表达式与通过积分 （46. 7) 在;^<心范围的展开会得到的相 同①； 因此，它对 


差值 （46. 16) 没有贡献. 

为了将 （46. 19) 中的其余项进行变换，我们注意到在它们的被积函数中可 
令£ = 1:于是积分仍收敛，其值由范围&〜％ A 确定，其中“》1,因而41«1. 


也很重要的是由于条件 （46. 8), 参 ffl 

qip x /h = 2 I |/( fiv t ) » 1 ； (46. 20 ) 

因此我们仅需保留当仍为有限的那些项.在这个极限， （46. 19) 中第 
三和第四项变为零.因此仅剩下 


(^) c ， 


- （ 




ee 


2tt 2 


v 


pi »〆 灸 ^i /h 2 

J w 乍丨 v 令 

1 0 0 o 



(46.21) 

其中下标 “ c r 和 “ b ” 表示的值分别与积分 Q 和（: B 的展开式有关 • 

对 dk 的两个积分，每一个都是平行于矢 ftp ; 对（垂直于 V 的平面内） 


① 


关于小角度散射的卢瑟福截面，用 g 来表达是 



4( ee 9 ) 2 

4 \ ^ ^ I 






其中应用了 I v - v # [ y,do 
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这些方向积分后，对于差值 （46. 21) 我们得到 （41. 8) 形式的表达式具有相反正 
负号以及具有 




cos ^e^^d^dA ： 



应用贝塞尔函数的熟知积分表示，和等式= - j , (幻，我们可将这个积分 
重新写为 


L 


| p d p 


0 


< n /h 

j iA h p)^ k 

o 


或者，分部积分后 


f [J 。 ⑷ -i] 

0 


dx 





L = In + ^ [ Ji ( 戈 ) [Jo ( 欠)一 1 ] In xdx. 

0 

这里我们应用了参量 Pd/W 它并不含辅助 Mat ,) 很大的事实，在剩下的积分的 
上限用无穷大代替，而在第一项中我们令 J 0 (9, Pi /^)«0. 利用下列积分值 


J J t ( ^:) In xdx = - C + In 2 , 

0 

OD 

J J 0 (^)Ji(^) ln = y( ln 2 -^) ? 

0 

其中 C =0. 577 …是欧拉常数 （r = e c = l . 78 …），并利用 （46. 20) ，最后我们求得 

L = ln (46.22) 

h\v -v j 

这些计算的总结果是，在准经典情况，无发散的碰撞积分可表达为 

C cl (/) = C B { f ) - C L ( f )， (46. 23) 

其中 C B 由公式 （46.7) 给出，而是具有库仑对数为 (46.22) 的朗道碰撞积分. 
必须强调，后一积分中 ， k -*^1是精确变量而非平均值匕. 

由于推导中所作近似，这个结果当然是仅在“改进的对数准确度”下是有效 
的： 具有碰撞积分 （46.23) 的动理方程仅在确定大对数的自变量的严格系数方 
面，使我们能改进计算的准确度（到这个准确度，意味着量 ft 自然地从所有结果 
中消 除掉； 在 （46. 23) 中它仅起辅助参量的作用）. 


习 题 


1. 对玻恩情况，在改进的对数准确度下，计算带单电荷 u = i ) 的平衡（厂= 

从）等离体中，对频率 W >>〜的电容率的虚部. 

解：在 计算当/时的^时，我们只需考虑 ei 碰撞（如关于 （44. 8) 的推 
导所解释过的那样）.因为碰撞积分 （46. 7) 与通常的玻尔兹曼积分仅在 （ lcr Ru * 
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面相差一个因子 U _ 2 ,所寻求的^可利用相同公式 （44. 8) 进行 计算: 


)=發〈〜〉丄， 


(1) 


其中〈…和〈…〉 i 分别表示对电子速度、和离子速度 t 的平衡分布求平均.与 
§44中计算的唯一差别是 (7, 现在定义为 


CT . = 


(I -cosx) 


€ 


( 


q • ^ q 

h $ T 


-2 


dor 


Ru 


( 2 ) 


而且 A 必须对离子速度（当然这里不能忽略）求 平均； 在函数 e 的自变量 o > = 
q • v / h 中，电子和离子的质心速度作为近似，可用离子速度代替.卢瑟福戴面 
写成 


(ze 2 ) 2 m 2 2-TTsin^dy _8T7(zg 2 ) 2 m 2 , 

Ru ~ 4 P ： ‘㈤ 厂 P y d<? ， 


(3) 


其中 


2 


2p，sin 冬， 1 - cos v = 

〜 2 , 2 p : 




( p t = m i ; e 是电子动量） • 

函数 s((0,q/H) - 1 由公式 （31. 11) 确定，它由电子和离子两部分组成.因为 
(2) 中它的自变量 hco = q • v i 对电子部分可选取 w = 0,于是 


q • v 


e 


4 ) - 


9 


2 


^ 2+F (±)} 


(4) 


其中、是 h 沿分的分量，而且我们曾应用了当 z = l 时〜 的事实. 
将 （3) 和 （4) 代入 （2) ，并进行明显的变量变换后得到 

Ce^didl _ 




2 v ^ e 4 


P ： i i [ 〈 +2+ 广 (。] 2 + W )】 2 ， 

其中 f = r + iF ' 对的积分是初 等的； 但在代入极限时，我们必须注意到 
h 2 /{ p \ a \) «1,而丢掉 量级〜 及更高阶的所有项.结果是 




4 ire 


m v 


2 mva ^ 

In —— r -- + A 


(5) 




其中 


n/t> 


A 




Jf2+F 


F M 


arctan 


2 + F f 


F ” 


TT _ 

2 " 


卜 n [(2 + n 2 +，】 }# 


2 

(这里我们曾应用 r 为偶函数和为奇函数的事 实）. 数值计算给出4 = 
一 （)• 69. 


(1) 中的求平均借助于公式 




2 m \ 1/2 


nT 


) ， 


In v 


2 ttT 


2 T 

\ n--C 

m 


来实现，其中 C ： 为欧拉 常数. 最后结果是 


^ 4 y/lir e 4 N 

e 


(A) 


B 


L B =ln 


oc B ( mT ) l /2 a e 


In a 


yin 2 - y+A = ln (1.06) 


(6) 


( B - M . Flepe ^ b , T - M . 3/ iMam 6 epr , 1961) • 
2. 与题 1 相同，但是在准经典情况. 


解：由 （46. 23), 准经典情况下关于 cr , 的表达式，是通过从 （5) 中对数减去 


ln ( ye 7 / hv ) 而得到： 


v ZTT € 

^ x /\ = — 4 

m 


2 ire 4 r , 2 mv]a 


e 


ye 


2 


(7) 


关于 〆 ，我们得到公式 （6) ，但是对數 L b 要用下式代替 


L cl = In — In a cl =21 n 2 -2 C +/4 = ln (0. 63 ). 

e 


( 8 ) 


3. 对于带单电荷 （z = i ) 等离体，假设电子和离子之间的温度差很小 （sr = 
T e - T . « T r ) ，在改进的对数准确度下确定从电子向离子的能量传递率①. 

解 ：因为 比值 m / M 很小 （ 因而每个事件的能量传递也很 小）. 一开始就很明 
显的是关于电子分布函数的方程归结为福克尔-普朗克类型的方程 • 它具有下 
列形式（见 §21) 


机 1 d 

扣 一 P l dp e 


卜 : 丑⑷ [ 豢令 ]}• 


我们用 p 2 c /2 m 乘这方程并对求积分 • 分部积分后，我们求得电子能量变 
率为 


dE 


c 








假设电子分布函数是麦克斯韦型，且溫度差很小，我们求得 


d £： 

dt 


i= ( n ) 卜 2 乂心 e 5 " 〈价 


(9) 


如同 （21.11) 中那样，系数5用一个电子与一个离子碰撞中电子动量变化的方 


① 这个问题是由拉马扎什维利，鲁哈泽和西林< P . P . PaMasauiBH/m ， A . A . Pyxa / iae ， B ， n. Ch^hh 
U 962)) 讨 论的. 
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均值来 表达： 

B = ■ ( 盖 • 上 =y^V^ e f ((Ap e ) 2 )idor. (10) 

Ap , 的值由等式 （46.5) 求出： 



代入 （10) 以后，由此再代入 （9) ,并应用 题丨的 g 与散射角； r 之间的关系，我们 
得到 


=-罕 Nm 2 (vl(v 2 iq o\) j = Nf N). ( 11 ) 


公式 （11) 严格类似于题 1 中的 （1), 因而以后的计算实际上完全相同 • 在玻 
恩情况， 



± ne*T 
= m 2 Aft / 


2 mva - 



其中火是一个积分，它与题 1 中的4不同之处在于被积表达式中有一附加因子 
2之 2 ;数值计算给出枣= -0.52. 对电子速度的求平均与题1中相同 • 最后结果是 


(把， 4 y 2^ N 7 e 2 r 

\ T 工 一 m i> 0 ^ 

dt MT 2/2 b 


=\ n (/3 b ( mT ) W 2 a / h ), 


( 12 ) 


其中 

In /3 b =-|-ln 2 -吾 +/4| = ln ( 1.26). 

类似地，在准经典近似，我们得到与 （12) 相同形式的表达式，但其中的 h 要用 
L 代替 

L cl = ln ( Ta r fi c ] / e 2 ) , In /3 ci = 21 n 2 -2 C + 4, = In (0.75). (13) 

公式 （12) 和 （13) 通过确定（对于溫度差很小的情况 ）（42. 6) 中对数函数的变量 
中的数值因数而改进了 §42的结果 • 

§47通过等离体波的相互作用 

有些情况下，考虑到等离体中粒子库仑相互作用的动态屏蔽，不仅改进库仑 
对数的自变量，而且还导致定性上的新 效应. 为研究这些效应，我们可以将碰撞 
积分表达成这样一种形式，它对小角度散射的贡献给出严格结果，而对大角度散 
射的贡献仅给出到具有对数准确度. 

在准经典情况，大散射角 Or ~1)由小碰撞参董 

p ^ | ee f \/ fxv 2 r 

所引起.所寻求的碰撞积分具有朗道积分形式，具有由（ 46 . 15) 给出： 



§47 通过等离体波的相互作用 M 79* 


2(ee f ) 2 f M 声 

啡 — I® -v # | J k A I e(k - V f k) \ 2f 


(47. 1) 


其中积分范围直取至 

- fiv 2 r /\ ee , |. (47. 2) 

在相反的玻恩情况，所寻求的碰撞积分形式通过将 （ 4 & 7) 中被积表达式按 
q 的幕次展开而 求得. 结果仍导致朗道积分，具有由相同公式 （47. 1) 给出，但 


唯一不同是现在积分上限取为 

^ n,.x (47.3) 

(对于动量传递 g 的值是 q /為）. 让我们再次提及，大 A 处截止的物理意义 

在经典情况和玻恩情况是相同的：它发生在散射角然而，两个情况下&和 

1之间的不同关系式导致关于的不同表达式 • 

具有 （47. 1) 形式的的朗道碰撞积分，称 为巴列斯库-莱纳尔碰撞积 

分① • 我们可将 （47. 1) 重写成对以后分析更加方便的一种 形式： 


* r c k hdo) 

^=2(^) 2 / / S …小 tOS (似小 Ox 奸， (47.4) 

其中积分现在是对三维（而不是二维）矢量丨进行的 • 被积表达式中的两个 S 函 
数保证 等式灸 • v • t ; 即 A 垂直于》•对 o > 的积分使中的自变撤 
a ) 要用必要值 (o - k • v -k • v f • V 代替. 

我们注意到，对于使得£(0>，^：)=0的如=/:.^和々的值，即对相当于等离 
体纵波色散关系的值 ，（47. 4 ) 被积表达式中的因子 U ( w , A ：) I _2 会变成无 
穷 J 的这些值可能对碰撞积分给岀很大贡献.这个贡献物理上可被描述为粒子 
间通过等离体波的发射和吸收这样的相互作用的 结果. 然而，仅当等离体含有充 
分多粒子，其速率与波的相速 V =< o / k 可比较或大于相速时，这个效应才值得 

重视（因为只有这些粒子才能满足必要关系式 - V >- 

让我们考虑这样的等离体，其中电子和离子具有不同温度八和 7 V 当八 s 
T 、 时，只有相速 v >> S 的电子等离体波才能在等离体中传播（而无明显阻 
尼）； 因此，在这个情况能与波“互换”的电子数是指数式小. 

然而，如果 L >> r _, 离子声波也能在等离体中 传播； 它们的相速满足不等式 

v Ti « a)/k « v Te . (47.5) 

这些波对电子间的碰撞枳分能给出重要贡献（匕 n . CH « HH ,1962). 

令<^表示电子-电子中归因于这个效应的 部分. 它是 （47. 4) 中这 

样的积分范围引起的，这个范围位于离子声波色散关系=0这个方程的 

根附近.这个根 o >( A ：) 本身是具有小虚部（波的阻尼系数）的复数；当 w 在积分范 


①这个积分的形式推导将在§51末尾给出. 
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围有实值时，函数 + i〆 的实部通过零，而虚部仍很小.注意到公式 （30. 9)， 
我们将 （ 47.4) 被积表达式中的因子 Id 4写成 


I 公 1 2 e^ 2 + e 9tl I s 




对于电子电子碰撞积分， （ 47. 4) 中速度 I ；和 〆 与电子相联系，而由于不等式 
⑴ <<^ V t ， 两个 5 函数的自变 fi 中可以省略项.因而的有关部分是 


心 1 ) =2 W J ❹ 〆 則^^7, 


(47.6) 


对 dl 的积分是（在给定下）对范围 （47. 5) 求积. 
我们可以将对 d 3 & 的积分变换到新变量 

k = k • n ， k\ 二 k • v ， = 


k 


其中 /! 是沿〃 XI ；' 方向的单位矢.变换的雅可比行列式的直接计算表明 dl 要用 


d k dk { dk 2 

I V X I ； ' I 

代替.对的积分除去 S 函数（它使 h =1 
值和 负值; 仅对正值积分时，我们写出 


0) ,因而& = K 7 I . 变貴 AC 可取正 


B 


(P.) _ 2 价乂 C (* h[e f ( 


a /3 


叫 I 


^rda)d 


k 2 \e\co 9 K )\ 

双温等离体在离子声波区 （47 J ) 的电容率给出为 (D 


(47.7) 


e 


k 2 


t 



TV 


—+ — r - 


exp 


(- 


2 


2 k 


2 


(47.8) 


(47.7) 中对的积分的主要贡献，来自（如以后的计算将肯定的）范围 

中 M 后一项因而可忽略.注意到 

x \ n 




» 


5 


(47.7) 中对 da > 的积分给出 


2 


[ h( (o ^ + 6(a> +/2j)] , 


o(pi) ^ A n { f 


d 


K 


e\Q vy K ) 


或者，将 〆 的表达式代人，并应用变最 f 


①见（33.3).在（47,8)中也包括对，的离子 贡献. 虽然在区域 （47. 5) 是指数式小，它确定下面 
(47. 9) 中的积分范围. 


§48 离频极限下等离体中的吸收 
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2 y/ 2 ^e v Te a 
v x t; ’ |<zf 


Jrr 




exp (- 1 /( 2 () +L,/ 2 ) 


t 


(47.9) 


其中 


乙 ■ = In 


n\ 




In 


MTl 


由于条件（47.5)，在（47.9)中的积分必须在范围（/2,«/仪\) 2 « 

行.因为对小 f 积分收敛，下限可取为零. 

当/^ —00时， （47.9) 中积分趋于零；假设 L , 充分大，我们将在对数近似下 
来计算它，即在按1/^的幂展开式中仅取第一项.对积分的主要贡献来自这样 
的范围，那里分母中的指数项可忽略.为此，我们必须有 - l /(2 f ) + L ,/2 >1，即 
积分取为从0至 1/(1, -1)«1/ L , ，它简单给出 1/ L , ①.因此，最后结果是 


(47. 10) 


内进 


B 


( pl ) 


2 


n a n fi 



e 4 zv^ T 


i; xt ； ' I T t L x 


(47, 11 


电子电子碰撞积分中的总值可通过将 （47. 11) 与寻常库仑表达式 
(41. 8) 相加而求得，并在库仑对数 L 的自变倣中用德拜半径 


c 


a 


- 1/2 


当 

zT e /( 7 ]LL,) » 

时，等离体波的贡献 (47. 11) 变成占优势的 • 


(47. 12) 


§48高频极限下等离体中的吸收 


公式 （44. 9) 对等离体电容率虚部为有效的频率范围，受到不等式从>> 

co » 〜的限制.第一个不等式是具有屏蔽库仑相互作用的碰撞积分适用性的一 

般条件.现在让我们考虑与此相反的极限，对此 

o >» (48.1) 

我们可以立刻注意到，这里电容率的实部 〆 肯定接近于1，而虚部 〆 1艮小. 

可变外场的能 M 耗散是由 ei 碰撞引起的，碰撞期间的量级等于或小于场变 
化周期.这意味着对似》仪，在距离« v r / n t = o e 发生的碰撞将是重要 
的.在这种距离上，离子的库仑场不受屏蔽，因而是纯粹二粒子碰撞（而不像受 
屏蔽相互作用下那样基本上是多粒子碰撞）•在这些条件下，个别场能吸收的微 


①在对积分为重要的范围即^ •于是 



弓上面所作假设 一致. 
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观事件变成带电粒子对碰撞中轫致辖射的逆过程.这使我们能应用细致平衡原 
理通过轴致福射截面来表达 〆 ' （ B . 71. rHH 36 ypr ，1949) 

介质每单位体积和每单位时间内电磁场能的耗散通过公式 （30. 5) 用/ 
表达.为了将这个量与轫致辐射截面联系起来，我们假设场是由单色平面波所产 


生的，其中能量密度是 






8 tt 


1E1 

8 ir 


(在后一表达式中，假设 E 表达为复獻（比较116页脚注 ））• 因为电容率接近为 
1，这里我们令 e = 于是公式 （30. 5) 可写成 

Q = (oe n ^- (48. 2 ) 

另一方面，耗散等于电子离子碰撞中所吸收的能 M 与这些碰撞中所辐 

射的能量之差.这就是，受激（而非自发）发射的能量它产生与原始场相干 

的光子，在这种意义上与之不可分辨. 

光子的自发发射，即寻常轫致辐射的截面，可写成① 

d z k 


a , 


h(o) 


(2tt) 


3 


dV 


(48.3) 


其中々是光子波矢， P 和 〆 是电子的初始和终末 动最. 乘积 / V , t ； dA p (其中 y 是 
离子数密度）是电子每单位时间经历光子发射的 概率； 函数还依赖于所 
发射光子的偏振.对 P 和々 的方向积分，并对光子偏振求和，我们得到（按频率 
的）微分轫致辐射截面 df ， 通过相对于 e ' = p ' V 2 m 积分可消除 （ 48. 3 ) 中的& 
函数.因而 


d(T 


Am 


Cl) 


^vc 


wco 2 d(o , 


其中是对尸和 〆 的方向求平均后的值；这个值已不依赖于光 
子的偏振，由此对后者的求和相当于乘以2.按下述定义引进“有效辐射” 

h(od(T w = k 


于是我们可以写 



1TVC 



4 m v ^ ho ) 


(48.4) 


受激辐射截面与 （48. 3) 的差别仅在于； i 因子 处于波矢 k 和偏振方向 e 
平行于五的量子态的光子数（见第四卷， § 4 4) •因此受激辐射的总能童是 


<? #1 = 2^ ^ ke h(JL)W(p f ,P)/(p)S( € - €' - h(o) 


€ 


(2tt) 


d 3 〆 3 〆 ， 


其中 /( P ) 是电子分布 函数. 我们将认为这个函数为麦克斯韦分布，仅依赖于绝 


①为与电容率区别，本节将电子能里用€，，表示.——译者注 • 
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对值 P . 对 P 和 〆 的方向求平均，并注意到电场的单色性 


我们可以写出 






Q = /Vj 茗 J «)/(p) 8( € - 〆 一 h(o)pd^p r , (48. 5 ) 

在具有电子动量变化，的逆跃迁（电磁场中电子非弹性散射）中所吸收 
的能董可以类似地进行 计算. 根据细致平衡原理，确定对于直接过程和逆过程的 
截面的槪率函数是相等的.因此我们得到的表达式，它与 (48. 5) 的差别仅 
在于分布函数 /( P ) 要用/(，） 代替. 耗散 (？ = (? aba -匕； 将此表达式与（ 4 &2)进 
行比较得到 



切[/( 〆 ） - /( P )】5(€ - e ' - hco )^ p ^ p \ 


(48. 6) 


我们将仅考虑这样的频率，它们使 

ha ) « T . (48.7) 


于是，差值 〆 - P 很小，我们可令 

/(〆) -f(p) = = 学 /(/0 ， 

而在其余因子中令/>= 〆 •将此代入 6) 并将 疋用 （ 4 8. 4 )的~0来表达，我们 
最后得到关于电容率虚部的下列表 达式： 

^( co ) = N i / V r ^ r ( vK w ) 9 (48.8) 

ICO 

其中角括号表示对电子的麦克斯韦分布求平均 • 

让我们将这个公式应用于两个极限情况：准经典情况和玻恩情况.在第一个 
情况，即当 

ze 2 /hv » 1 (48.9) 

时，频率范围可以进一步被限制在更窄区间 

mv 3 Tc /{ ze 2 ) » (o » fl t ; (48. 10 ) 

左边的量是电子在离开离子的距离使散射角 AT ~1 的最级时飞行时间的倒数.容 
易看出 （ 48.7) 是从条件 （ 48.9) 和 （ 48. 10) 必然得出的结果.在准经典情况，一个 

电子与一个静止离子的碰撺中在频率 （48. 】0)的有效辐射由公式 

16 z 2 e 6 , Imv 1 ( AQ , t 、 

L % ] 3— ln - 2 (48. 11) 

3v c m ycoze 

给出，其中 y = e c = 1.78 … ，而 C 是欧拉常数（见第二卷 （70. 21)). 代入 （48. 8) 
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并完成求平均，我们得到 ® 


„_4 yiiT ze*N 9 / 2 ； 

e = T ^ m l>2 ^7 


2 5/2 yi3/2 


3/2 m 1/2 cu 3 y 5 2 cuze 2 m 12 


(48, 12) 


在玻恩情况，即当 ze 2 /( hv ) «1 ，在频率 ⑹ 《 r 的有效辐射由② 


\6 z 2 e 6 , 2 m V 2 


(48. 13) 


给出.用 （48.8) 的计算给出 


4 ze 4 N 


e 




^ yhco y 


(48. 14) 


它与 （44. 9) 仅相差在对数函数的变 M 不同. 

§49 朗道阻尼的准线性理论 

§29 — §32中所描述的等离体振荡理论，是以在微扰论的线性近似下求解 
动理方程为基础的.其适用性条件是对分布函数的校正 8/(29. 2) 远比未受扰函 
数/。为小： 


eE 


3 /o 


«/o- 


(49. 1) 


|h_ w | dp J0 ' ' ， 

对于具有频率0>«仪和波数 & <<仏/%的弱阻尼等离体振荡，因而必须 

eE dfo r 

YU <</o - 

对于麦克斯韦分布的等离体，这个条件（两边都平方后）可写成 

E 2 /4 tt « N e T e . (49.2) 

这个形式具有简单物理意 义：波 场能景密度必须远小于等离体电子的动能密度. 

条件 （49.2) 保证了对大多数电子来说校正8/ 很小. 然而，即使它是满足的， 
仍有相对小 M 粒子，对于它们 （49. 1) 不能满足，它们几乎与波同相运动 （A • I ； « 
o >), 因而参与朗道阻尼（共振粒 子）； 即使弱场也会使它们的分布函数受到相当 
大的改变.这个变化是一种非线性效应，因而它的性质非常依赖于波场（按 a ; 和按 
幻的谱，问题是只有在线性近似下，场的各个傅里叶分 ffl 才单独地作用于粒子 • 
这里我们将考虑等离体中的电磁微扰，它们是波矢在某区间 At 取连续值 
的等离体波总体. 


①间时应用积分值 


*ln xdx = - C, 


②见第四卷 （92. 16) •在从这个公式变为 （ 4 8. 1 4 > 时，我们还考虑到了这样的事实，当<< r 
时，电于通过辐射仅损耗小部分能 tt . 
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如果初始微扰包括波数 A 的广阔波谱，则朗道阻尼扩展至（在场对 
它们的影响的意义上）处于相同条件的大量电子.结果证明是，分布函数的畸变 
在所有速率都相对伸 d ;从而（在条件 （49. 2) 下）线性理论在微扰发展的整个过 
程都适用. 

另一方面，如果微扰只包含波数在值附近很窄范围 A / c ， 于是 
电子速度的共振范围 

|At ; 卜 ^=T-T (49.3) 

也很小，并位于％ >> h 附近 • 因而只有相当小数目的电子参与朗道阻尼，而电 
子分布函数可能改变极大. 

这里将给出下述情况下这个现象的定量理论，当微扰是殆单色波且其振幅 

和相位按某种统计规律在空间被调制的情况.对初始微扰 々值 的谱 很窄： 

\ Ak \/ k 0 «1, (49.4) 


但同时 


\ Ak \ 


» 


1 


广 


(49.5) 


其中％是波电场势振幅的数量级（这个条件的意义将在 下面解 释）. 由于 
(49.2)(那里£~化 0 ),不等式 （49.5) 右边的表达式 很小: « 1. 我们 
还将假设对整个等离体平均来说场是均匀的；这意 味着五 2 对波的相位和振幅的 


统计分布求平均后是不依赖于坐标的（这种求平均相当于对尺度 
的空间区域的求平均 ）• 


初始瞬间的场£：表达火傅里叶 积分: 



(49.6) 


其中 = E 〔，因 为 E 是 实量. 关于初始微扰性质的假设 （49. 4)，意味着 
(49.6) 中的积分，实际上仅选取对点 At = ±幻邻近 求积. 微扰的空间均匀性条 
件，很容易通过将二阶张量 E a E fi 写成二重积分 

E a E fi = J E ka E kfi^P[ { ( k +k， ) • r ] (2ir) 6 

予以 表述. 按统计分布求平均后，这个表达式应不依赖于 r ( I ) . 为此，平均值 

必须包含5函数 5 U + k ，）. 因为等离体波是纵波，从而我们写出 


①对所考虑类型的微扰，积分 J 实际上发敢，因为在无穷远不为零.然 

而，在形式推导中这并不重要，因为这推导中包含方均贵，它们肯定是有限的. 
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( E ka E k . p ) =(2 tt ) 3 ^^( E 2 ) 4 5(* + AO . (49.7) 

k 

这个关系式应认为是符号式地用 （ f ) 4 所表示的量的 定义. 注意到这些是实量. 
表达式 （49. 7) 仅当 A = 时才不为零，并且相对于 At 和 f 的互换是对称的.因 
此 （ E 2 ) 4 = (£ 2 ) _ 4; 而 A 的正负号的改变相当于取复 共轭. 方均〈五 2 〉用这些 ffl 
表达为 



(49. 8) 


(49.6) 中，因而 （49.8) 中的积分，（如早已提到过的）是对点軏和-幻的邻 
近取的.然而，更方便的是通过将 （49. 6) 表示成下列形式 


E = 



(49.9) 


以消去-軏，其中积分仅对点々邻近取，而 c . c . 表示复共轭.因此 ，（49. 8) 


写成 

I 


而关系式 （49.7) 写成 



(49. 10) 


( E ka E k %) =( 2 t 7) 3 ( E 2 )* 警 8( h 々，)， 

(E ka E k . fi ) =Q ‘ 

微扰 （49. 9) 随时间的进一步演化用表达式 


(49. 11) 


E = 


k • r - <oi 


X(0 


k 


(2tt) 


+ c 


(49. 12) 


表示，其中 < o ( k )^ n e 是等离体波频率，而 系数仏 （ o 由于朗道阻尼而缓慢变 
化，电子分布函数类似地表达为 


13曹 

f = Mt . p ) + { ( / 4 (£, J p ) e i(t r - a > ° 7 |4 I - hc . c . }. (49.13) 

1 J * 0 ( 2 贯） J 

大括号中的表达式是分布函数变化的“无规”部分，在空间和时间上迅速 振荡; 
对波的统计平均来说它变为零.项 yoG ， P ) 是慢变平均分布®. 

我们的目的是要推导一组方程，用以确定等离体态的平均特征，即函数 
( E 2 ) k 和 A ( e ， p ) 随时间的变化.为使这组方程闭合，这些特征必须包括参与有 
关非线性效应的所有电子.依次，对应于波矢扩展 AA ， 速度范围 （49.3) 因而必 


须总是与共振波场影响下电子速度振荡的振幅广泛重叠.这正是由不等式 


①不要与麦克斯韦平衡分布相混淆. 
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(49. 5) 所表达的 条件； （ el % l / m ) l /2 是所述振幅的数暈级.因为，在以波的相速 
运动的坐标系中，波场是静态的，由一系列高度为 4。1 的势峰所组成.在这些坐 
标系中 ，一 个共振电子在两峰间振荡，其速率在 ±(2 H % I / m ) 1/2 范围间变化. 

其中一个方程把 （ P ) A 与/。联系起来，它表达场的每个傅里叶分 M 的朗道 
阻尼： 

音 (E 2 ) t = -2y k (E 2 ) k , (49. 14) 

其中 

y k = 2 tr 2 e 2 仏 f • 矣 5( (o — k • v ) d 3 p , (49. 15) 

J dp k 

按 （32. 6) 和 （30. 1)， 是波幅阻尼系数 ；（ 49. 14) 右边的因子2的出现是由于 
(^ 2 )*是二次的. 

第二个方程由无碰撞等离体的动理方程 


逆 + v •逆-於£.也=0 (49. 16) 

dt dr dp 

推出.让我们首先把这个方程在线性近似下应用于微扰的个别傅里叶 分量. 在方 
程的最后一项中，它已经包含小童…'我们令/«/。.在第一项中，我们 
忽 略人随 t 的慢变化.于是我们得到关于/ 4 的通常表 达式： 


J\ = 



4/o 

dp 


(49. 17) 


而且，在以后的求积中， o > 要照常理解为 cu + i 0. 

其次，我们将关于石和/的完全表达式（的. I 2 )和 （41 13) 代入 （49. 16)( 用 

(49. 17) 的 A ) 并借助于 （49. 11) 对波的统计分布求平均.微扰的所有线性项消 
失； 而二次项确定导数 a / 〆 扣为 


^fo __ 2 d f ^fo f 2 \ _ i _ 

dt dp a L dpp ^ k 2 k • (0 — k • V + iO 

_ i _ d 3 fe ) 

co — k • v ~ iO - (2*77)0 

根据 （29. 8) 将方括号中的差值用 2 TTb ( co-k • tO 代替，最后我们有 




(49-18) 


其中 

(尸〉 =2 价 2 } ( £2 )* ~^^ U} ~ k * v ) 7~2 (49.19) 

* ® •纛0 

方程 （49. 14) 和 （49. 18) 构成所寻求的完全方程组.以它们为基础的等离体理论 
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称为准 线性理论①. 


方程（ 4 9. 18) 具有速度空间中扩散方程的形式，作为扩散系数张量（上 
标 nl 指明这个“扩散”归因于非线性效应）.这些系数，作为电子速度的函数，只 
有在附近 A 〃（由 (49. 3) 与扩展相联系）范围不为零.在这个速度范围发 


生扩散，从而分布函数有相应畸变（对绝大多数电子仍为麦克斯韦分布）.按照 
扩散过程的一般性质，畸变的本质是很显然的 ：扩散 导致平滑化，或者在这个情 


况，函数/。（/>)(在 » t ^) 的“尾巴”宽度~ At ； 的一个坪，如图13中图解所 
示.注意到畸变的这种特征，主要变化是在导数 狀 / ap 中，而 A 本身仍接近麦克 


斯韦分布的值. 

让我们估计这个过程的弛豫时间因为匀化发牛 


在 Ap = mAv 范围内，我们有 

r nl (49.20) 

为估计扩散系数，我们注意到按 （49. 10)有（£ 2 ),(/^/ 
2 ir ) 3 ~〈£ 2 〉. (49. 19) 的被积表达式中出现5函数，数量 


级上相当于对积分乘以 W ( v 0 \ k ). 因而 

D ( m ) e 2 ( E 2 ) e 2 ( E 2 ) 

v 0 ^k k 0 Av 


(49.21 ) 



图 13 


最后，用势振荡的振幅％来表达〈芯 2 >(〜^ 2 1^)1 2 ),并将（49.21)代人（49. 20), 
我们求得® 


(At ；) 3 

k 0 (e\(p 0 \/m) 


(49. 22) 


在上述讨论中，当然假设、远小于朗道阻尼时间 ：Tnl << 1/ y ;否则，在非线 
性效应能出现之前，波已被阻尼掉了.同时，方程 （49. 14) 的适用性，其先决条件 
是 1/ y 远小于电子平均自由时间 ： l/y <<1/匕， 其中匕 是平均碰撞频率.然而, 
后一条件并不保证在所考虑现象中忽略碰撞的合法性（即应用 （49. 16) 形式的 


动理方程的合法性） ：在 与非线性效应的竞争方面，重要的不是总的碰撞弛豫时 
间，而只是关于范围内的碰撞弛豫时间，我们用表示. 

因为问题是关于接近〃。>>%的 At ； 范围内的弛豫，它仅包含所有电子中相 
对很小的分数，类似于脱逸电子问题的情况.这是动 M 空间中的扩散过程，扩散 


① 它是由韦杰诺夫，韦利霉夫，萨格捷耶夫 （ A . A , BeacHOB ， E * n . Be / mxoB ， P . 3 . Carfleee ( 1961 )) 所 
发展的•方程 （ 4 9. I 4 ) 和（49.18)是由罗曼诺夫，费里波夫（10.入.？014沾011,「<1>.0仙抓1108(1961))以及 
由谢冉蒙徳， 派因斯 （ W*E. Drummond f D. Pin 的 （ 1961 )) 独立推导的 • 

② 当外 l / m ) l/2 时，严格地说，这里给出的理论是不适用的[(的.5)中记号》变 成〜] ，这 

个估计给出 r ol ~ V ， (^^ oO ，/2 . 当共振速率的扩展 At ； 与波场中电子振荡的速率幅一 致时： r nl 与这些 
振荡的周期具有相同数 fi 级时，这个结果是可预期的， 
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(coin 




4 加 4 L/V 又 rn v^{v u )v\ t 


(49. 23) 


mv 


(即动量空间中流密度 （45.5) 中 d // dp 的系数）. 

所寻求的在范围内的碰撞弛豫时间，与 （49. 20) 的不同在于用 Z > U ° H> 代 
替 D (nl) : 


当 



(49. 24) 


r nl » r col , 


(49.25) 


时（即 D ( nl ) 时），非线性效应不起任何作 用：尽 管有来自波场的微扰，碰 


撞能维持％附近的麦克斯韦分布，从而朗道阻尼系数由通常的表达式给出，该表 
达式相对于附近导数办沙的麦克斯韦分布的值.因此，不等式 （49. 25) 是朗 
道阻尼的严格线性理论可以适用的条件.同时注意到，所阐述的准线性理论在弱 
得多的条件 （49.2) 下就 有效. 条件 （49. 25) 可写成 


y^Lrj^l — V —) , (49.26) 

4 IT L V v 0 / v 0 \ 

其中 是气态 参量.方括号中的很小因子表明 （ 49.2) 比 （ 49. 25) 弱得 
多①. 

在相反的极限情况 T n , << T _， 非线性效应导致上面所指出范围内导数 
df 0 / dp 的很大减小，粗略地为 D u °">/ D ( n "的比 值.朗道阻尼系数相应地降低. 
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如果等离体中粒子（电子）的速度不是远小于光速，动理方程必须考虑到相 
对论性效应 （ C . T . Be^«eB , T . H . ByAKep ,1956 ). 

我们将首先证明相空间中的分布函数 / G , r ， p ) 是相对论性不 变量. 这个是 
通过注意到空间的粒子密度和粒子流密度，即积分 

N = |/d 3 p» « = | 

必须形成四维 矢量？ =( c / V ， f ) 而表明的（参见第二卷， §28) ②. 记住相对论力学 

① 早已提到过，如果 r n , >> l / y ， 严格线性理论是不适用的，这个可重写为 

E 7 /4ir « N 丄 1( Ar/r re ) 2 ( ^/v 0 )y//2 e ] f 
可以证明它是比 （49. 26) 更弱的条件. 

② 本节中，拉丁字母&和/表示四维矢鼠指标.两个四 维矢贵 a 和6的标积用 （ a 6) ^ a k b k 表示. 


第四章等离体中的碰撞 


中具有动量 P 和能量 e 的粒子速度是 I ； = pc 2 /& 我们可以将这个四维矢量写成 

/ (50. 1) 

其中 〆 = ( e 々， P ) 是四维 动量. 表达式 ^ p / e 是一个四维标量（见第二卷， 
§ 10) .因而很明显，因为积分 （50. 1) 是一个四维矢 tt , 所以/是一个四维标 
坫①. 

现在接着推导动理方程，我们注意到§41中进行的计算直至动量空间中流 
密度的表达式 （41.3) ,(41.4)，在相对论情况下仍然有效.我们只需重新计算量 

B<x ^\\ q ^ q ^ v ^ (T ' (50. 2 ) 

景〜，如前所述那样，是两个粒子的相对速度.然而，在相对论性力学中，它 
定义为一个粒子在另一粒子的静止坐标系中的速度，而一般并不简化为差 
v 一，（见第二卷，§ 12). 

让我们首先弄淸这些最的变换性质.乘积 

v r dcr • ff f d 3 pd 2 p r xdt 

是体积 d 、 内和时间 dr 期间具有动量在给定范围 d 3 P 和 d 3 , 的两个粒子间散射 
事 件数； 根据定义，这个数是不变最.将它重写成下列形式 

ee f v da ^ t~ • d 3 欠 cU, 

e e 

并注意到（用点分开的）最后五个因子是不变量，我们得出结论，第一个因子 
es r v r da 也是不变量.由此可知积分 

= 士郎' f (50. 3 ) 


形成一个对称四维张量.置 （50. 2) 与这个四维张量的空间分贵是由 



ee’ 


(50.4) 


相联系. 

我们首先在一个粒子（比如说 d 为静止的参考系中来计算四维张量 
(50.3). 粒子 〆 被（碰撺前为）静止的粒子 e 以小角度^散射的相对论性卢瑟福 

截面是 ◎ 


① 然而，仅相对于动请的分布函数，即 / U , P > = f /( t , r ， p ) d \ 不是一个四维标最（这种函数在第 
二卷，§ 10中讨论过）. 

② 这个表达式适用于电子受电子或离子的散射.在第一种情况，它是从第四卷 （81.7) 得 出的； 在后 
一 种情况，是从受固定库仑力心散射的截面第四卷 （80.7) 得到的. 
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P X 


(50.5 


类似于推导 （41. 8) 的计算给出关于张量 （5( X 3) 的空间分量的下列表 达式: 


=2Tr(ee') 2 L(v f2 8 a0 -v f y 0 )mc 


2 e 


(50.6) 


其余分量应认为等 于零: 


炉 0 = = a 


(50. 7) 


因为在所研究的这个坐标系中，碰撞中粒子的能量变化是关于小散射角的二阶 
量，从而和^该是三阶或四阶小量，而碰撞积分的整个推导仅准确至二 


阶童 • 


按照 （ 50.6) 和 （ 50.7 ), 有 


W k k = — — - 4tt( ee f ) 2 Lmc 1 e 9 /v 9 . 

这个四维量可以写成不变 M 形式.注意到在粒子 e 静止的坐标系中我们有 


(UU ’） 


me 


/ \ 2 | "1 I /2 / 

UU ) - 1]_ = 

( uu f ) c 


其中 i / = p 4 / mc ， u “ 是两个粒子的四维 速度. 因此 



二 - 4it( ee') 2 Lmm r c 


( uu 9 ) 1 

c[(uu f ) 2 -ll 


1/2 # 


(50^8) 


由 （ 50. 6) 和 （ 50. 7) 我们还发现 

W kl u t = W kl u\ = 0, (50.9) 

而且因为这些等式是相对论性不变形式，它们在任何参考系中都有效. 

在任何参考系都有效的四维张量表达式显然必须对两个粒子是对称 

的.仅依赖于四维矢 M 〆 和 u /A 的这种四维张量的一般形式是 

W kl :cLg kt +)3( uu l +u 〜 ") +5( uu ,1 + W )， 

其中 u , )3 和 8 是标量•这些标量由条件 （ 5 0. 8 ) 和 （ 50.9) 确定，我们得到 

mm f c\uu) 2 w 
W =2ir(ee ) L~—~ 2 ― x 

c[( uu ) -1] 

X { - [ ( uu ) 2 ~ i]g U ^ ( U k U •¥ U rk U fl ) -f 


+ ( ( u k u tl + u ,k u l ) }. 


(50. 10) 


最后，选取任意参考系中这个四维张 fi 的空间部分，我们得到关于碰撞积分 
中的最终表达式： 

r ? r ,,^ 2 r yy\ \ - v * v f /c 2 ) 2 _ 

^ =2ir(ee) 1 c [ r V 2 (i - tTT , W )2 一 i 广 2 x 


x y V 2 ( 


f . 2 


2 


2 

Ufi - 
c 
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/2 2 a 

丄 : LX_ 


a 


( +V \ V fi) [ ^ ( 50 - 11 


其中 


me 


t 1 - 


(】 一 


— 1/2 


是对两个粒子的洛伦兹因数.我们注意到，尽管与非相对论性情况比较起来有更 
复杂的形式，三维张量 （50. 11) 仍满足关系式 

(50. 12) 

为估计库仑对数，我们注意到在相对论性情况下发生的玻恩 情况： a 1 / (如） 
〜 ze 1 / ( he ) « 1 . 因此，对于 ee 和 ei 碰撞 

L * ln ( pa / h ) ^ ln ( T e a /( he )). (50. 13 ) 

对于 ii 碰撞， L 必须用 f 代替（如果离子也是相对论性的），或者应该用寻常非 
相对论性表达式.只要卢瑟福散射是电子动量和能 ii 变化的主要原因，具有库仑 
碰撞积分的动理方程是有效的.这里的竞争过程是韧致辐射（还有康普顿效应， 
如果等离体含有可观数董光子的话）.卢瑟福散射（输运）截面数量级上是 


me 


n 


me 


me 


) 2 (淨 


(50. 14) 


韧致辐射具有能量〜 7； 的光子的截面是 


br ^ 137 


(4) 2 ln ^ 

V me / me 


(50. 15) 


(比较第四卷， （93. 17)). 如果 


y ( 


137L 


me Un (137 L ) 


这些截面是可比较的. 


习 


题 


1. 试 求从具有溫度 7\. » me 2 的电子向具有溫度厂« Me 2 的离子的能量传 
递率. 

解： §42 中的计算直至 （ 4 2. 3) 仍有效.我们选用 （50. 4) 和 （50. 6) 的 
设其中 〆 

B 、 : 、 =4Tre*z 2 L/c. 

结果求得 

dE, dE e “ \^2 2 e A N^ r L 

lu" "d7 = l 1 ~Y) MZ ~• 

V - 

将极端相对论性电子的能量用其温度表达为 K (见第五卷，§ 44 习 
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题），我们得到 


dr 


一 （ m ) 


Anz 2 e A N，L 

3McT 


2. 试求相对论性洛伦兹等离体的电导率. 

解 ：当我们忽略 ee 碰撞并趋向极限 M -^ oo 时，相对论性情况的求解过程与 
§44 中非相对论性问题的求解 相同. 在恒定（仿 =0) 电场下对分布函教的校正 


仍是 


S / 


eE • v 


(比较 （44.5)) ， 唯一差别是碰撞频率现在要由相对论性卢瑟福散射截面 


4 TTZ 2 e A L 


2 1! 

J ^ V I 

确定.计算电流作为积分 - e J vhfd 3 p ，我们求得电导芈为 

〈 v P 2 ) 

^ \2Trze 2 T e L 

在极端相对论性情况，= 12( r / c ) 2 ，因而 

(T = cT t /( TTze 2 L ). 


2 


§51 等离体中的涨落 


等离体中的涨落理论，原则上可像寻常气体中的涨落理论（§19和 §20) 那 

样，以相同的方法建立起来.异时关联函数，例如 

( S / a (<, t r t ，尸,）5/ 6 (， 2 ，厂 2 ， P 2 )> ， > r i ) S / a (/ 2 , r 2 ,^ 2 )) 

(其中 P 是电场势，而 a A 区别粒子类型），像分布函 数广 和势辛那样，（当《 = 
- r 2 >0时）满足相同的方程组，即线性化动理方程和线性化泊松 方程. 为求 
解这些方程，必须知道相应单时关联函数作为初始 条件. 但是，与中性粒子平 
衡气体大不相同，等离体中由于粒子间的库仑相互作用并扩展至很大距离 
(- a ) ，不同粒子的位置间有单时关联，在平衡情况，这个关联由第五卷，§79 
中所计算的密度关联函数来描述•在非平衡情况，单时关联函数的确定是一个 

困难问题. 

然而，对于尤碰撞等离体的情况，这个困难町以一般方式予以克服 • 我们注 
意到，正是对无碰撞等离体，以特别自然的方式提出关于定常非平衡态中的涨落 
问题； 因为这种等离体中没有外场存在时，任何仅依赖于粒子动量的分布函数 
TUp ) 都是动理方程的定常解.相对于这种分布的涨落的关联函数，与平衡情况 
一样，将仅通过差值 r - r i = t { - t 2 而依赖于两点的坐标和两个时间.等离 

体的无碰撞性，同时意味着所考虑的时间 f 远小于1/〃，其中〃是有效碰撞 频率. 
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下面阐述的方法正好在这些条件下是适 用的； 等离体始终当作无碰撞的来处理. 
这个方法以严格涨落分布函数人 （ t ， r , p ) 的乘积的直接平均为基础 0). 

这些函数满足方程 


弘 df a 

~ = - +» 

(U dt 

其中^是严格电场势，它满足方程 




^<p = ^ e a J/o^V- ( 5I - 2) 

方程 （51. 1) 是刘维尔定理的类比.应强调的是，在这些严格方程中，碰撞尚未忽 


略.严格分布函数为 

fai ^ r . p ) = mr - r a ( t )] h[p - p a ( 1 )] (51. 3) 

(对类型 《 的所有粒子求 和）. 考虑到粒子沿路径 /*=/•/ z ) 的运动，它们是相互 
作用粒子运动方程的严格解.方程 （51. 1) 容易通过对表达式 （51. 3) 的直接微 
分，并应用自洽场中粒子的运动方程，而予以证实. 

方程 （51. 1) 和 （51. 2) 本身不很有用，要应用 （51. 3) 形式的分布函数会意味 

着分别跟随每个粒子的运动.然而，如果它们是对物理无穷小体积的平均◎，就 
得到寻常的动理方程：令 / B =/ fl + 6/ 0 ,^ + 5< p ， 并将方程（不作任何近似的） 


求平均，我们得到 


Sf 


a 


dt 




(51.4) 




- 4 Tr 2 > fl 


(51.5) 


(51.4) 右边是碰撞积分®. 

从严格方程 （51. 1) 和 （51. 2) 分别减去 （51. 4) 和 （51. 5), 我们得到关于分 

I 

布函数和势的涨落部分的 方程. 动理方程中对和 &/ a 为二次的项描述碰撞对 
涨落的影响.忽略这些项并考虑空间均匀的情况，即令 

fa -fa(P) * 孕 =0, (51.6) 


我们得到方程 


dt 



db(f 

dr 


OP 


0, 


(51-7) 


① 这个 方法归 功于罗斯托克 （ N. Rosloker (1961)) 和克利粲托维奇和西林 （ lO./L K/immohtobhh, 
n. Ch/ihh( 1962)). 

② 或者，等效地，对严格力学问题的初始条件求平均，相当于一个特定宏观态 • 

③ 我们将在本节末尾再回到这个表达式，而目前仅注意到它相当于粒子具有库仑相互作用情况下 
方程 （16.7) 的右边， 
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AS 妒 = -4tt [ e a J 5 / a dV (51. 8) 

这些方程使我们能将任何 瞬间： 的函数 6/ a ( t , r , p ) ，用它们在某个初始瞬间 
^0的值来表达，从而能将关联函数 

〈各，/ MS /“， 2 ， r 2 ， p 2 )〉 (51. 9) 

用其 q =0时的值来表达.关联函数的这个初值（我们用 gjr , 表 

示）很大程度上是（见下面）任意函数.必须立即强调，这决不是同时关联函数， 
它（以及完全异时关联函数）是我们试图寻求的.保证所论述方法的有效性的核 
心点是，以任意选择的函数 t 由此所计箅的关联函数 （51. 9), 经过一定的时间 
(当 q 和 G 为朗道阻尼时间的最级时）归结于仅为差值（=£, 的函数，而与多 

的选择无关.问题从而被解出.•这个极限函数是所寻求的异时关联函数，而其当 
- G =0时的值是同时关联函数. 

为完成上述程序，我们应用对于坐标的傅里叶展开和对于时间的单侧傅里 
叶展开的 分量： 




dte 


j ( A # r - 




0 


以及关于 


的类似表 达式. 对方程 （51.7) 和 （51.8) 乘以 e 


-i ( 裊 • r - 


(51. 10) 
>并对山从 


0至00积分和对积分，我们得到 


i (灸 


)C 


' eJc . 心 


5/^(0, p ), 


_ k 2 b(p 


477 X / O 、 


(5 L 11 ) 


我们早已多次碰到过类似方程（比较 （34. 10),(34. 11)) ;由此求得 


^ ( o 4 ir V- f ^JakK^^F) j3 a 、 

h(p\ k ) = 畴 ；1 - 77 > ttt - rd Py (51. 12) 

k 2 e,{a) y k) V J « - (o) 

其中 & 是具有分布 /(；>) 的等离体的电容率① • 两个这种表达式相乘，接着求统 
计平均，给出 




< WS } ) = T ^— ( ~'二 ( u x 

k a) ， k)e'( o)，k ) 

▽ f 〈各 /a*( 0 ， P) b/wt ，（ 0 ) 〉 j3 j3 , 11 、 

x V e a e b — - r—T ； - ? - P ^ ( 51 . 13 ) 

^ J i( k 9 v - (o)i(k 9 v 一 a>) 

被枳表达式分子中的平均值与“初始”关联函数 ^( r t _ r 2 ， p , ，/ ^ 2 )的傅里 


iWJ 、) 


x s 


d 3 pd 3 〆 . 


(51. 13) 


①仅仅为了简化后来的公式，我们将假设函數 7( p ) 是各向同性的，因此相应电容率张贵简化为 

心和〜 
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叶分童 g abk ( Pi ， p 2 ) 由公式 

〈 KO ， p)UO， P ，)> =(2ir) 3 5(hr)“(P"P 2 ) 

相联系（比较 （19. 13)) .跟任何同时关联函数一样，初始关联函数必须包含一个 
5函数项，它表达在重合相空间元中仅有一个粒子这种 情况： 

KJ-r 2 )h(p { -p 2 ) 

(见 （19. 6)) .这项的傅里叶变换是 h a J ( p ) b ( p x - p 2 ). 因而我们必须在 
(51. 13) 中令 


W ok (0,p)bf b A0y)) = 


= (2^ r ) 3 S ( A : + r )[ S a / a (/>)8 (p - p f ) Wp ， 〆 ）], (51. 14) 


其中 A ( P ， 〆 ） 是一个任意光滑（对实 P 和 〆 为非奇异的）函数，当 h _/* 2 I — ® 
时趋于零的某个函数的傅里叶换式. 


将 （5 L 14) 代人 （51. 13) 后，包含这个任意函数的项给出 

4(2 tt ) 5 8( A : + A : f ) y r ^ k iP , P f )^ P r 

k A e l (a),k)e l ((o\k , ) t% J i ( 灸 • t; • v r -o) f ) 


(51. 15) 


我们将证明，这个表达式相应于时间表示中的这样一个函数，它随着 f 或广的增 


加而迅速减小. 

从拉普拉斯换式〈5义广向时间 t 2 和 q 的函数的变换（见128 

页脚注）通过公式 

<5^(^)8^(t 2 )> = | —(51.16) 


作出，其中积分是在复 o > 和 o / 平面上沿被积表达式所有奇点上面通过的围道取 
的.我们感兴趣的是当^《时（ 5 厂 16) 的渐近 形式. 为求出这个形式，我们 
必须将积分围道压低直至它们被奇点“挂”住为止；例如 A = %处的奇点给出 
对 cUu 积分的渐近时间依赖关系 exp ( - iio c t ). 容易看出，表达式 （51. 15) 仅在 
或 o / 的下半平面（而不是在这些变景的实轴上）有奇点，因而积分 （51. 16) 的渐 
近形式，以 （51. 15) 作为〈8‘ +〉 知1;?>，仅包括阻 尼项. 

例如，现在让我们考虑对于 co 的积分 •（51.15) 中的因子具有极 
点在的零点处，它们全在0平面的下半平面① • (51. 15) 中对 d > 的积 
分有类似性质 ：它具 有形式 

r ilf{z)dz 
i z - a)/k - iO ' 


其中沿 it 的分童，而因子 ( AU ) (根据函数(尸, 〆 ） 的假定性质）仅对复 


①假设分布 /(/>) 对应于等离体的稳定态，因而等离体波是阻 尼的. 显然，一般只有在这个情况，平 
稳涨落问题才有意义 • 
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2值才能有奇点.这种形式的积分早已在§29末尾讨论过，并曾证明它仅在 w 平 
面的下半平面可能有极点. 

因而我们希望确定的，关联函数的无阻尼部分，仅来自 （51. 14) 中第一项对 
积分 （51. 13) 的 贡献： 

〈 W ^ > = 

一 4(2tt) 5 5( 炎 +AQ y ^2 r _ f a (p)^P _ 

h ^ e ^ o ) 9 k ) e l {( o , 9 k r ) a (<o - k • v + iO )( o >’ + • v + iO ) 


y 2 r_ fa(P) d P _ 

^ e ° J ( o ) - k ^ v + iO ) ( a / + A : • v + iO ) 


(51.17) 


通过在被积表达式中令 


[((o - k ^ v + iO )( a) r + k - v + iO )] 


a> 十⑹ 


1_ 

/ +]0 , 


1_ 1 

• v + iO + a / + 处 •矽 + iO - 


而进行变换 •（51. I 6 )中对 c */ 的进一步积 
分，当 f — 00时不被阻尼的一项贡献来自极 
点 - iO 处的残数，这个极点可通 
过图14中所示方式的积分围道而予以回 
避.在这个意义上，因子 1/(0 + a /) 要理解 
为 -2 iTi 5(0 + / w f ). 在随后对 a ; 的积分中， 
因子1/(0>±灸1)的意义由（29.8)给出， 

根据该式有 


© 


图14 


k • v +iO a > — k • v — iO 


一 2 TriS ( a ) - k ^ v 


(这个记法含有这样的意思：对于 w 和 a / 的积分业已沿实轴进行） • 

因此，为计算长时间《的渐近极限下的关联函数，我们必须在积分 （51. n ) 

中作代换 


[(w - A : 9 v + iO )( dt/+Ar • v + iO ) ] ► - (2 tt ) 2 8( o > + a > , )8( a > -k • v ). 

(51. 18) 


结果得到® 


〈 ] h(p ( JJ ) = ( 2tt) 4 5( (o + (o f ) 8( At + k f ) ( h<p 2 ) 


(5 K 19) 


其中 


①为避免误解，可以提及这不是完整表达式，而仅是奇点在似 + V 的部分，它支紀关联函数的渐近 
形式.在完整表达式中，并非所有项都包含 s (似+<*/)，因为~和匕的相应函数对于大*,和~仅渐近地依 

赖于寒值 ^ = fj - t 2 . 
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(知^| 2 X e ： J / a ( p )5(^- A : -i;)dV (51.20) 

由定义 （51. 19) 看出（比较 （19. 13)), 量 （ k 2 ) wt 是所寻求的关联函数的傅里叶 
换式——谱关联 函数. 从而公式 （51. 20) 给出所提出的关于势的涨落问题的解. 

其它关联函数可类似地确定.例如，将用 （51. 11) 的来表达，乘 
以 （5 L 12) 的8^^ +) 并求平均，我们得到关于势和分布函数的关联函 数①： 




^ a k _ 

v — + i0 



8 tt 2 p 


a 


k 2 (o 9 k) 

^ 和砍在 （ 8^5/ a ) wt 中的次序是值得注意 的：根 据定义（比较第五卷， 
(122. 11)) ，（51. 21) 是时空关联函数 


(p)b((o - k • v 


(51. 21 


〈知 （£， r )8/ a (0,0)〉 

的傅里叶换式.然而，如果关联函数定义为〈8又（£，）^>(0,0)〉，于是我们有 


(比较第五卷， （122. 13)). 


( . w _ k = ( h < phf a )^ 


(51.22) 


最后，分布函数的谱关联函数是 

( =^^ab^(Pl -P 2 )/«(Pl )S( w -k • » ,) 


2 


e a e b ( ^<P ) 


o>k 


、 co - k • v 

- 字 u 


k 


iO)(a>-A: # f ； 2 - iO) 

Sf 


*. 么 )( 4 )- 


dp 


dp 




b((o - k ^ v 


2 


e { ( (Oyk) ((o -k • t; , + iO) 


id 

dp 2 


V 


b((o - k • t;, 


a 


e* ( a) 9 k) (o) — k • v 2 - iO) 


(51.23) 


这是关联函数 


〈5/ a O ， r ， p t ) S / 6 (0,0， p 2 )〉 


的傅里叶换式. 

如果（51.20)_(51.23)中人取为麦克斯韦函数九，我们得到平衡无碰撞 
等离体中涨落的关联函数. 

例如，让我们考虑势的涨落.对于麦克斯韦等离体，纵向电容率的虚部可表 

达为 


①注意到关于围道的回避规则，在第一项中 （ a >- iO 代替 w + iO ) 是相反的.这是 由于： 对 - V , 
*= - f , 我们有 


( k ' • v _ o /_ iO>-i = - (k • v -w + iO )' 1 . 
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2 

4 tt a ) 


e\{(o,k) 


k 2 T 


X e - f / o 0 ( p ) S (^ -k • v ) d^p 

a J 


(51.24) 


(见 （30. 1); 对多种类型粒子的推广是明显的）.将这个表达式代人 （51.20), 我 
们得到 

( 8屮)<«^ ~ ,2 | / lx )2* (51. 25 ) 

(ok |^r,( u)yk) I 

纵向电场强度的关联函数是 

(51.26) 

当然，这个结果也能从第九卷，§75- §77所给出的平衡电磁涨落的一般 
宏观理论推导出来①.根据该理论，电场强度的谱关联函数可通过一个公式用推 
迟格林函数来表达，在经典极限下<< r ) 它变成 

身 w~^ v 9 V R ， ■ 、 / 泛 A ^ ^ \ 


( ^a^fi)iuk = 


he 


2 


lmD\((o,k) 


(5 K 27) 


(见第九卷， （76. 3) ,(77.2) )• 在具有空间色散的介质中，格林函数是② 


0 ： Q (co.k) 


4tt 方 

a) 2 s./ c 2 — k 2 


^ \ 4 nhc 

^■1^) +"^7： 


， 2 Kh 


(51.28) 


将这个函数的纵向部分（第二项）代人 （51. 27) 给出 （51. 25) 和 （51. 26). 
最后，让我们回到方程 （51. 4)，并证明右边的表达式 


a 


dP 


db ( p ( t f r ) 

dr 


¥ a (^ r ^ P ) 


(51.29) 


实际上与等离体中碰撞积分的熟知表达式 相同. M (51. 29) 是由关联函数 
〈8^>(/,0^/：(0,0)>通过对/^求导数并跟着令广=0 而获得的•因而我们求得 

= - 卜(以5/丄 4 ^^ (51.30) 




(5 L 30) 


J (2tt) 

(后一等式是借助于 （51.22) 得出的）.而由 （51.21 )，并用 （51.20) 和 （51. 24) , 
我们有 


Im( b(phf a )„ k = j - ttA: • -^( hep 2 )^ - 


32 ttc 


Gx I 


^Pa 


8 贯 V 

k 2 \ s 1 2 


r 嘩 

if a 卜 w — /T • tO 

礞 




{f// b 


① 等离体中的自洽场是一宏观歎，因而涨落的宏观理论对它是适用的*然而，分布函数不是宏观 
褫，因而它的涨落总需耍用动理学方法处理. 

② 这个表达式是由第九卷 ，（75.20) 通过将该表达式分成横向和纵向部分，并分别用和 
A ( U /, W 代替5而求得的. 
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xb((o - k • v b ) d ^ p b • h ( a ) - k • v a ). 

将这个表达式代入 （51. 30) 很容易将 （51. 29) 变换为巴列斯库-莱纳尔碰撞积 
分的形式（ §47). 

由于推导出的结论看来似乎奇怪的是，为了计算碰撞积分，只需考虑无碰撞 
等离体中的涨落就足够了.然而，这种情况的出现是由于等离体中碰撞时电场的 
重要傅里叶分 M 具有 （乏 1 /a >>1//,以致碰撞可以忽略.这里的情况完全类似于 
推导玻尔兹曼动理方程中的情况 （ § 16): 的确，方程 （16. 10) 正好也意味着忽略 

碰撞对对关联函数的影响. 


第五章 

磁场中的等离体 


§52 无碰撞冷等离体的电容率 

这一章讨论外磁场中等离体的性质，这种等离体被称为 磁旋等离体. 通过强 
迫带电粒子沿磁力线在螺旋路径上运动，磁场对等离体的行为施加深刻影响.特 
别是，它影响其介电性质. 

首先让我们回忆在有磁感强度为 B 的磁场存在的情况下，电容率张*的某 
些一般性质（见第八卷， §82) .和磁场不存在的情况一样，有等式 （28.6): 

占喊（一似，一灸；忍） =4( 如，灸；忍） • （52. 1) 

按照昂萨格原理，当磁场和波矢同时变号时，这个张最是对 称的： 

〜(⑴， k 、 B ) = 〜（ ⑴，- - B )- (52.2) 

如果介质在空间反演下是不变的（如平衡等离体那样是 A 的偶函数，因而 
(52.2) 变成 

〜（仞 ，灸; 丑）=~(似，众； (52.2 a ) 

然而，必须强调，这种性质仅在处于热力学平衡的介质中才出现；这与性质 
(52. 1 ) 不同，它是根据的定义得出的炎 

一般情况下，张 M 可分成一个厄米型部分和一个反厄米型 

部分后者确定介质中场能的耗散；比较 （30. 3). 

关于磁旋等离体的研究，我们将从无碰撞“冷”等离体这个简单情况开始. 
这种等离体的温度假设为很低，使得粒子的热运动可以忽略（对于这个条件的 

①还应强调，所谈的是可变电场的电容率问趑. 睁 （如=0)电容率是纯热力学 M ， 在经典理论范围. 
磁场一般对它没有影响（比较第五卷， §52); 有限（当 时） ft 与 ^^(0, A ;0) —致 • 
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必要性将在下面表 述）. 在这个近似下，没有空间色散，而电容率仅依赖于电场 
的频率.也没有耗散，而张 Mi , 是厄米 型的： 

(52^3) 


〜（仞；忍）=《二（仞；及） • 


由此式和等式 （52.1), 可见 




(52.4) 


将厄米型张厭分成实部和虚部由于 （52. 2) 和 （52. 3), 我们有 


=^ f ^a(o) ； B) =£ ： ’ 吣（ 0); -B) , 


(52,5) 




(仞；及） = 


ff 




- B ). 


从而，在无耗散介质中， 〆 @是场的偶函数，而 〆 ％是奇函数. 

我们将假设等离体的各向异性仅起因于存在一个恒定均勻磁场（在等离体 
内其磁感强度由 B 。 表示）.在这种情况，磁感强度与单色弱电场强度之间的一 
般线性关系是 

D =公 丄 E + (右 ■ - e L ) b{b • E ) ^ ig [ Exb ], (52.6) 

其中 h = 5。/5。，而心，古 n 和尽是和5。的函数.这个关系口 J 写成张量形式 

其中 


= 右丄 谷矽 + (占 II 

如果 2 轴取为沿这个张量的分量是 


(52.7) 






(52.8) 


由张 M (52. 7) 为厄米型张暈的条件，可以得出和 g 是实景，而由 （52. 4) 
可见~和 q 是频率的偶函数，而 g 为奇函数.表达式 （52. 7) 必然满足昂萨格 
原理. 


在弱场中，张量必然可展开成矢最 A 的 整幂. 因此，当 A — 0,系数 q 

趋于有限极限，没有磁场情况下的电容率 • 差值 oc 以，而系数 gccfi Q . 

这个近似下张最的计算可以像§31公式 （31.9) 的推导那样，直接根据 
在可变电场 E 和恒定磁场^中粒子的运动方程进行计算.例如，对于电子有 



(52.9) 


速度〃以类似场五那样的方式随时间变化（在粒子运动区域内忽略£： 
的空间变化，由 （52.9) 可得 


• C n ^ n 

la ) v = — E + — v x Bq . 
m me 

这个矢量代数方程的解，包含平行于 E >和 E X 6 的项； 如果适当选择这些项中 


的系数，我们得到 
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ieco 


2 v 

^ Be ) 


b(E - b) -i—Exb\, 


(52. 10) 


其中 = eB 0 / mc . 归因于电子运动的极化强度尸，从而电位移 D , 与电子速度 
由关系式 （29.4) 相 联系： 


4 it 


=— eN 


对极化的离子贡献以类似方式计算，两个贡献是相加性的.结果是 



C 


+/2 f 


(52^ 11 






这里 


eB 


me 


zeB ( 

~\Tc 


(52. 12) 


是电子和离子拉荚尔频 率①; 这些参最的值是磁旋等离体的重要特性（它们是磁 
场中带电粒子在圆轨道上的回旋频率）. 


比值 


zm 


， .( 


zm 


(52. 13) 


是小量.至于频率仪与0^(或/^与 o > Bi ) 的比值，它们依赖于完全不同的参最 
(等离体密度，和磁场强度 fi 。） ，可在很宽广范围变化 • 

我们注意到，尽管离子质量很大，离子对磁旋等离体电容率的贡献，在充分 
低频率 w 下仍可与电子贡献相比较，甚至大于后者.当 (0^0 时， g 中两项相消 
而客 —0; 这是很容易看出的，只要注意到由于等离体的电中性=2%),我 

们有 

^{ f t /( o Br (52. 14) 

当 ( o -( o b M > S 中两项仍是相同数量级，而当 w >> 时，尽的离子部分可以忽 
略.在横向电容率~中，只有在 

(o - (o Bi (M/m ) W2 - (o) Bl (o Br ) W2 

范围内，两项才是可相比较的.这里仅当 


①也称为 S 7 旋頻芈. 
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(52.15) 


时，离子贡献可以忽略. 

最后，在纵向电容率 q 中（它包含戊和疗的和），离子部分总是可以忽略 
的.顺便提一句，因为假设电场五是均匀的不依赖于在交叉均勻场中， 
磁场并不影响粒子平行于^的运动. 

最后让我们考虑以上所述公式的适用性条件.在应用方程 （52*9) 于粒子的 
运动时，我们忽略了粒子所在区域内五的空间 变化. 这个区域在恒定磁场尽方 
向的尺度由距离 v T / w 确定，这是以平均热速率〜运动的粒子在场的变化周期内 

所横越的距离.在垂直于氛方向的尺度当时由 

/ (52.16) 

r B ~ v t /o) b 

确定，^是粒子在磁场沒。中以速率心运动的圆轨道的半径（称为粒子的拉 莫尔半 
径).上面所描述的近似，要求这些距离远小于(在相关方向上）电场五的变化尺度： 


v T | h z \ /(o « 1 , v T k l /w b « 1 , 

其中 和 l 分别是波矢沿着和横越磁场 A 的分域.这些不等式必须对等 
离体中每种类型粒子都满足. 

下面我们将看到频率还必须不太接近于或这些频率的倍数（条 
件 （53. 17)). 当接近这类频率时，即使满足条件 （52. 17) 也必须考虑到空间色 
散. 如我们将在§55看到的，这消去了表达式 （52. 11) 在 o > 2 =0^或0) 2 =‘处 
的极点. 


§53磁场中的分布函数 


无碰撞磁旋等离体中的电容 率张量 ，考虑到空间色散情况下，是根据电子和 

离子分布函数来计算的，而分布函数则由动理方程确定. 

为明确起见，所有公式将是就电子的特殊情况写 下的. 关于无碰撞等离体 
的动理方程曾在§27给出.对于电子，动理方程是① 

M + v . E xfi) •f = 0. (53.1) 

dt dr \ c I dp 

设等离体处于一个任意强度的恒定均匀磁场 氛 以及一个可变弱电磁场五, 


以中 ，而 



(53.2) 


①严格地说，存在磁场时，粒子的相空间应定义为空间其中 - M ( i , r )/ c 是广义动娥 • 
但是 dWP = d 3 * d 3 p , 因为增加/4仅改变空间每一点动 M 计算的起点.因此可以认为分布函数仍然厲于 
d 3 ^d 3 />. 


同时，由麦克斯韦方程，有 
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B，= k xE . 


(53.3) 


我们将代入 （53. 1)，并将分布函数表达为/=/。 + S /， 其中/。是没 
有可变场情况下的定常均匀 分布； 小校正 S / 像场五和以那样以正比于 （53. 2) 
右边的同样方式而依赖于£和 r . 在方程中将 （相对于弱场的）零级项和一级项 
分开，我们得到 ® 




(» xB 0 ) =0, 


(53.4) 


i ( A : • i ; - ft »)8/^ —( v x B 0 ) • -e x (k xi ?) 1. (53* 5 ) 

v / J c v 0 dp dp \ (O J 

令％ 和、表示矢量 《 和 A : 沿场 B 。 的分 fit ,« ,和<表示在垂直于的平面 

内的分量 W 为《 1 与 ，忍。的平 面之间的夹角（以螺旋沿 仏旋进 的转动方向貴 

度）.变董和史是 v 空间中的柱面坐标.采用这些变 M , 方程 （53. 5>变成 


i ( k M v M + k L v L cos (p - ( o ) 8/ + ( 0 Btf 


d<p 


= e < E 


lr x(k 崎尝 


(53.6) 


由方程 （53.4)可以得到3/。/3中=0,即,/。可以仅仅是/^和^的任何函数 ： 

, 、 （53.7) 

fo -fo ( Pjr，P 丄 ） 

(对于无碰撞等离体，这是显然的结果 • 因为 A 和&是不受磁场影响的变量） • 
为简化公式，我们应用记号 

K v : ^ k L v i (53.8) 


kv t - a ) 

a =-, j8 

( Ou ^ 




Q( v ,* v i y ^ p ) ^ - \ E + 77® x ( A ; xE ) ,• (53.9) 

(o Be op [ (o 

如果 / Q 仅依赖于电子能量 e = p 2 /2 m ，则导数 a /。/^ = cd /。/ 心，而它与大括号中 
第二项的乘积为零，因此 

.e df 0 ^ (53.10) 


df 0 


E . 


用这些记号，方程 （53. 6) 变成 


i ( a +)3 cos < p )8/= <?( ( p ) 
d<p 


(53. 11 ) 


①在冷等离体中，不需要考虑弱场 f 所施加的洛伦兹力，因为当忽略（没有场的情 况下〉 粒子的内 
帟运动时，洛伦兹力是二级小 ft . 
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(这里省略了 <?的自变量％和〃 ± ).上式的解是 

hf=e~ iCa<p ♦ 扣 n dj* ( 叫 ， + ^ 8in 屮 ，) d〆 ， 

c 

或者，变换积分变景 ( f f -(p - T , 

少 —c 

5/=e_ 咖 ” J e^ in( ^ T) * iOT 0(<p -T)dr. 

0 

常量 c 由 下列条 件确定 ：函数5/ 是 < JP 的以 2 tt 为周期的函数 • 因为积分的被积 
函数和积分前的系数是 P 的周期函数，如果积分限不依赖于〜这个条件是满足 
的 ，为 此我们必须取 C = * 或(： = -»• 这两种可能性之间的选择由朗道围道定 
则 （ 29 • 6〉决定：积分应在 o > — >(o + iO ， 即 at — ， cr - iO 下作出•这种积分仅对 C = 

- 00为收敛最后结果是 


8/ = e 


_ - <p 


e — 小 1 (少 _ T )d 


exp 


o 


I - iar - 2i^3cos( 屮 - 女 ) sin 子 }。( ^ ~ r ) 


(53. 12) 


在极限圮 —0, 这个表达式应该变成 （29. 2). 为了取极限，我们注意到对 
a » 1积分中的重要范围是 T « 1. 于是 sin ( <p - r ) ^ sin (p - rcos < p ， 而积分变成 


8 / =<?(^>) f exp 


.k • v - a > 


dr . 


o 


用 0)^0； + iO 进行积分，我们得到所需求的结果 


S /=7 


Q(o 


{53. 13) 


^ i(k - t; -(o) 

如果场频率等于拉莫尔频率或其倍数,我们有（电子的）单或 复回旋 共振. 
为研究接近这类共振处等离体的介电性质，方便的是采用一个不同方法来求解方 
程 （53. 11 ) ，该 方法基于将所寻求的函数展开成关于变 M P 的傅里叶级数 • 

在 （53. 11) 中进行变换 

、 - i^»in (53.14) 


8/= e 


我们得到关于函数 g 的方程 


^ + i 


iag ^ e ^^ Q ( v t , v 19 ip ). 


dip 

要寻求傅里叶级数形式的解: 


①这个结论依赖于指数中如的正负号 • 对于离子，电荷 - e 要用從来代替，因此似〜—-如化于是 
当 ( o—^cj + K ) 时+ iO ，而 C 必须取作 00 • 
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g= X e Ku 丄）， 


(53. 15 


而系数&求得为 


Q/ X i a + 5 ) ^ 


Q / v:，v 


L 1 X 

忐 “， ~， T)dT 


(53. 16) 


展开式 （53. 15) 自动地使 bf 为 cp 的周期性函数. 

首先，我们注意到表达式5/的级数形式 （53. 14),(53. I 5 )，允许直接表述 
关于空间色散可以忽略的条件.在级数项中，波矢是通过参景 

芦= 灸丄 v 丄 /a > fl ， a + s = - (cu - sa> fl - 

而出 现的. 等离体的电容率由速率处的分布函数确定.如果 

k L v L «(o BJ I a) -so) B I » I A ： Jt; r , (53.17) 

这个函数中并不出现波矢. (53. 17) 的第一个不等式和对具有 s =0的第二个不 
等式与条件 （52. 17) 相同.我们看到，除这些条件之外，频率0还必须不太靠近 
任何回旋共振频率. 

在这些回旋共振的近邻，分布函数在一定条件下可以用傅里叶级数的单个 
项来 表示； 这些条件就是 

丨，1 II ( 53 ♦ 18 ) 

\k £ \v T «(O b , ! (0 - nco B I «(o B y 

其中 n 是任何数0, i ： 1 ， ±2--. 容易看出展开式 （53. 15) 中的第 n 项于是远大 
于其余项： . 


Qn <0 


仏 iMrl + I 似-⑽ 8 I 》 Q"’ 

而仏 $ 久，对(因为 I ⑽ fl 之叫） • 保留这一项，我们求得对于电子分布函数 


5 / = (? 


TUp - 


k , v 


sin (p^ 


n 


i[ kv z -(a)- ncot,^^ 


(53 - 19) 


2 ^/ exp [ ^ i 


k L V L • 

nr - sin 


) Q(v tf v ± , 


) dr . 


分布函数对角度 p 的依存关系由这个公式显式确定 • 特别是，当 n . = 0和 
A ； —0 时，分布函数一般不依赖于 A 这个性质的来源显然是由于条件 w «< o B ， 
((53. 18) 带有《=0):拉莫尔回旋频率远大于场变化频率，并且导致分布函数 

对回旋角“求平均”① • 


①在§ 1对类似情况曾给出更加充分的论据. 
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§54磁旋麦克斯韦等离体的电容率 


电子对电容率张量的贡献由分布函数通过公式 


(54.1) 


进行计算，而离子贡献部分类似地以代替 e 进行计算.对于麦克斯韦等离 
休，这个表达式中对的积分可以显示积出. 

函数8/由积分 （53. 12) 给出，其中 P 按定义 （53. 10) 为 



(54.2) 


通过引进矢量 


K = 



^ = ( ® 1 ) » 


(54.3) 


来代替 it = ( K ) 和 E = (£,，£ x ) ，我们可以将积分更加简洁地重新 写出； 这里 
I 是 I 在垂直于 B 。 的平面内转过角度而 L 是心转过角度 t 的结果•于 


是5/变成 


6/ = -^ r ~ \ expf 丄 （ wr - 欠 • v )1/；( P )(£ • » )心， 

其中 / o ( P ) 是麦克斯韦分布 函数. 

将这个表达式代入 （54. 1), 并将积分变量 p = mt ; 按 

v = M - iKT /( ma ) Bc ) 

进行变换.对 d 3 u 的积分是初等运算，结果求得 


P 



(54.4) 


同时根据定义 （54.3) : 

K 2 = k 2 t T 2 + 4k\ sin 2 -^-. 

通过将表达式 （54. 4) 写成分最形式，我们求得 
张量的分量.同时，坐标轴约定选择如下^轴沿 
及。4轴沿而 y 轴沿 B 0 x 、， 见图 15. 经过简单 

计算后得到. 





§54 磁旋麦克斯韦等离体的电容率 


其中 




^] K 


afi CX P 


IT 


(O 


+ iO 


(i) 


Be 


lj2 2 2 0 v 2 2 • 2 T 

Y k ^ r B, r - 2 k L r Be s\n — 


in2 f } dT ， 


(54.5) 


2 • 2 

k xx = cos T - (k ± r Bc ) sin r, 

K yy - COS r +4( fc ± r Br ) 2 sin 4 — 7 

k „ = 1 -( e ) V ， 

k sy = - k ” = - sin t +2 ( 左丄 r Bc ) 2 sin rsin 2 -^* 

k „ = /c „ = -k : k ± r 2 Be TSm r, 
k yx = - x zy- -2/c 1 A ； 1 rg c rsin 2 Y 


(54.6) 


( r Be =〜/ c ^ 是电子拉莫尔半径） • 


注意到等式 


£ 




一 e 


y * 





j y 


(54.7) 


是明显的.的确，对于固定坐标系，按照昂萨格原理理应是 ^(^ o ) 


( - 衫。），而对于上述约定将 z 轴和 x 轴固定于^和 I 方向上的这种坐标轴选 
择，当时 y 轴和 z 轴反向 • 因此，对于这些坐标轴， 


〜 (丑 0) =-右” （ _及0) ，1 
〜(及。)=-。 *( ~ B o ) * I 
£ y t { B o )=〜（ 一忍 o ). , 


(54.8) 


另-方面, BJz 轴的方向）是一 赝矢； 而 h 和 h 轴和 y 轴的方向）是真 

矢. 因此，由于坐标反演不变性的要求，含有一个下标^的分量〜和心必须是 
^的 奇函数，而所有其它分量必须是忍。的偶函数.从而方程 （54. 8) 蕴含 


(54.7). 

我们 注意到，由于关系式 （54.7), 各个分 M 匕, =， a/J 的厄米和反厄 

米型部分是通过它们的实部和虚部个别地表达的.分成厄米和反厄米型部分的 


分法是用下列和表达的; 



\e 




e 


t 


yy 

ft 









• ft 


/ 

^ yI 

+ 

一及矽 

t 


•" 

£ XX 


\s 

V 从 


£ f 
^ %y 

c 

ft 

9 

yy 

^ yz ‘ 

9 

: ” 

一 S ” 



(54.9) 


虽然所有计算都是对于电容率的电子贡献部分作出的，严格类似的公式对 


于离子贡献部分也是有 效的， 通过令认，〃7>—以及似⑼―并问时将 
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(54.5) 中积分上限变为 -OC ;就可将这些公式变为适合于离子贡献的相应公式 
(见206页的脚 注）. 然后，用积分变景的变换 - r ， 我们就回到先前的表达 
式 （54- 5 ),(54. 6), 其中要用从，％,%代替从， 1 ^，0^，以及 / ^和^,的变号. 
因此，从对电容率的电子贡献转变为离子贡献的定则在于用离子参 M 代替电子 
参量，并同时改变分量 I ，和 &的正 负号. 


§55磁旋等离体中的朗道阻尼 


当考虑到等离体粒子的热运动时，导致张景中岀现反厄米型部分.在无 

碰撞等离体中，因为没有任何真正能最耗散，张》的这个部分归因于朗道阻尼. 
我们在§30中曾经看到，朗道阻尼的机理依赖于电磁场能 M 向与波同相运 


动的粒子的 传递： 阻尼涉及速度》满足•〃条件的离子，即， 速度® 在波矢灸 


方向的分暈等于波的相速 w / A 的那些粒子.在磁旋等离体中，这个条件有些改 
变：粒 子速度与波的相速在沿恒定磁场忍。方向上的分 M 必须相等 


, (55.1) 

v : k x = a ). 

的确，由于粒子横切 fi 。 的运动是圆轨道，不会伴有从场向粒子的任何系统性能 
M 传递 ：如果 在圆轨道的一部分中粒子与波同相运动并从波获得能暈，则在圆轨 
道的相反部分中将有类似能 M 从粒子传递给场. 

然而，在磁旋等离体中，还有无碰撞耗散的另一种机理，归因于粒子的拉莫 


尔回旋.在随粒子以速率 h 沿场忍。运动的坐标系中，粒子以频率在圆轨道上 
运动.这种粒子电动力学上来说是以 w 辐射（同步辐射）的振子.相反，当将振 
子置于可变外场中时，它在这个频率吸收.在相对于等离体运动的坐标系中，电 
磁波频率受多普勒效应修正为 co f = co - k x v r 因此，上述吸收过程所涉及的是 
满足 


(O - 、 V t =(O b 

的那些 粒子. 

如果=0,在横切氛方向波场是均勻的， B 卩，作用于振子上的激励力不依 
赖于后者的坐标.在这些条件下，振子仅在其频率如 8 处吸收.然而，如果 


0,激励力依赖于振子的 坐标. 从而在倍频处也有吸收，即当 



(55.2) 


其中 ri 是任何正或负整数时也有吸收.这个耗散机理称为朗 道回旋阻尼； 回旋 
共振是单共振 （ n = ±1) 或复共振，取决于 n 的值 • 


因此.在下列频率范围 


(55.3) 


| a ) - na) B | 2S \ k t \ v r , n =0, ± 1 , ±2,*** 

可以发生相当大阻尼（而值^=0相应于条件 （55. 1 ) )• 这些共振吸收线存在于 
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电子和离子频率仿&和 处. 

从数学观点看，条件 （55. 1) 和 （55. 2) 相应于极点，分布函数的傅里叶展式 
(53. 14) 一 （53. 16) 中各项在这些点具有的 极点. 张量的反厄米型部分来自 
按朗道定则避开积分 （54. 1 ) 中极点时的 残数. 过渡到极限具有数学上的 
独特性.在磁场中 ，（ 对给定 M “极点”值形成由方程 （55. 2) 确定的离散序 
列. 随着场的减小，极点渐渐接近，而在极限 A =0,极点值匕已不依赖于离散数 
n 而按照条件 

a) ^ v = k x v z + k L • v 丄 

依赖于连续参景^ i (如在从 （53. 12) 变为（ 5 3. 13) 中所显示 的）. 

让我们作为例子来计算简单 U = U 电子回旋共振区域内的电容率张 K . 我 
们还将假定 

i k z « 1 » k i v n / ^> B , « ^ 55 4 

于是对于分布函数可应用傅里叶级数的总共只有一项，相应于给定〃值的表达 
式 （53. 19). 并且由于 （55. 4) 的第二个条件，这个函数可以展成 I 的幂. 当 n = 
1时，这种展式中只需取零级项，它与下列情况相适应，因为频率处的回旋吸 
收并不需要外场在 W 平面为不均匀场. 

因此，我们将分布函数写成 


8/=<? 


(55.5) 


一 （ 


yy ， 


其中 


= 


g/o 

2irTct) Br 


E • v e ^ ir dr 


将£ • t ； 写成 


=E 


cos 


t + E，v ± sin r + E x v z , 


并完成积分，我们得到 


ev 


2Tio 


l - f 0 ( E ^ iE y ). 


(55-6) 


用这个分布函数，极化强度矢 tt (54. 1) 只有 x 和 y 分景.对积分后，它 
们是 


CD 


X 


. e /V c / m f I rnv：\ 

iP > = ( " lE ^2a)mk{ 2^f) / eXP ( "Yr) 


X 


di ； 


z 


v z - (oj - (0 Be )/k z - iOsign/c/ 

这个形 式的积分可用 （31. 3) 所定义的函数 F 来表达.最后我们得到电容率张 
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量的分童为 


e 


XX 


£ 


- 1 

= e n‘ 

- 1 

= i ^r 

一 1 

= e” = 

= £. 



2 ( 0 ( O ) - 0 ) Bc ) 




(X) 


tAK\) 


这个张量的反厄米型部分，它描述阻尼，是 

1/2 f ((0 - (o Bf ) 2 1 


e 


e 


, =—a ^ 
〜 _2 〜|、卜 


exp 




厄米型部分在 = w &紧邻具有形式 


e 


XX 


e ^ - I = - s 


ft 


I 7 l((o - a) B J 

2o)v z Te k 2 £ 


贅 


I ^ ~ \^( v n\^x\) « 1. 

在点⑴本身，这个部分通过零值并 变号. 这里 
我们看到，考虑空间色散怎样使得冷等离体的电容 
率 （52. 11) 的极点消 除：图 16中由虚线所示的不 

连续变化被连续线所代替 

当极限表达式 （55.8) 简化为 S 函数： 

, (55. 10) 

- 0 ( CO -( 0 Be ) 


£ 


e yy= e 


2co 


(55.7) 


(55.8) 


(55.9) 



图 16 


(的确，当 o > - o> Be #0 时，此极限下函数 （55. 8) 为 
零，同时在任何卜值下这个函数对 dw 的积分都等 

于 tt /^/(2 o >)). 这个结果的意义很 清楚： 不存在 
空间色散时吸收线宽度趋于零，仅当 o > 与 o > Bt 严格重合时才出现阻尼. 
在对 o > 积分的表达式中可用公式 （55. 10) 代替 （55.8). 

公式 （55. 10) 也可直接由冷等离体的电容率的表达式 （52. 11) 通过朗道回 
避定则而推导出来，按照这个定则，极点处的频率要取为0 +沿.因此 
(52. 11) 中的极点因子实际上要理解如下： 


Be 


2(0 


Be 


+ i0 a) + oj Bc + iOj ^ 


而按照定则 （29.8): 


① 从极点匕= ( 以的下面通过或上面通过取决于虼的正负号；这是 f 的自变量中出现、 
的模的原因* 

② 当然，表达式 （55. 7) 并不具有 （52* 1) 的 性质. 仅当除邻近 w =6>扣的吸收线外还考虑邻近似= 
的吸收线时，才会出现这种性质 • 



磁旋等离体中的朗道阻尼 


• 213 • 


nr 


( O 2 - 0 )\ 


2(0 


[8(以— ( o Bc ) - 8( + < o Be )] 


( 55 . 11 


在 （52.11) 中作这种变换，我们得到 （55. 10). 

当 L =0( 即 A 丄时，磁旋等离体中没有任何朗道阻 尼：粒 子的速率在条 
件 （55. 1) 和 （55. 2) 中不再出现（除非当0与某个严格重合时），这些条件不 
能满足应着重指出，这个性质归因于非相对论性 近似； 在相对论性等离体 
中，即使当、=0时，朗道（回旋）阻尼仍能出现.对于具有能最为 e 的相对论性 
带电粒子，围绕 A 方向回旋的频率为 

me 2 「、 t?~ 

(其中^定义如前）.这个值要用来代替条件 （55. 2) 右边的特别是，对于 
1=0我们有 


a ) = na ) 


8 7*^7 


(55. 12) 


要使这个条件得到满足，只需仿 <灿>«. 

相对论性磁旋等离体中的朗道阻尼，即使在极限 A —0 也能出现（与非相对 
论性磁旋等离体的情况和无磁场的相对论性情况都不同）.这是由于与均匀可 
变场处于简单回旋共振的粒子（条件 （55. 12) 具有 n = 1), 因而在频率 w < a>M 
存在（见习题 2). 


习 


题 


1. 设满足条件 （55.4) ，求磁旋等离体在|卜|〜下的电容率张量. 

解：在相对于小参量为零级的近似下，这个情况的分布函数（傅里 
叶级数 （53. 14). (53. 15) 中 s = 0的项）是 


S /= Q 




其中 


^0 = 


e fo 


T 2 tt 


—I E • 


v dr 


0 




用这个函数&/，极化强度矢量尸是沿 z 方向，张量的唯一非零分量是 

_ _ 4 W f h{p) v \^P 
12 o)T ) k.v. 一 - iO 


①在极限 仇 — o , 阻尼当然重新出现，因为电子满足条件如 • v - k L - v A . 
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经过恒等变换 


v\ = -p-( k:v t - (o)v x + 


(O 


— V 

K 1 


第一項对 dp , 的积分给出零，而第二项给出结果为 


e 








这个表达式的虚部是 


TT W 2 0 ) ff e / ( O 2 

= 2 1/2 UJ 3 < eXP ( 一琢， 


€ 


22 


2 

7V 


2. 对于极端相对论性磁旋电子等离体，试求在极限々一►()时电容率张量的 
反厄米型部分. 


解：在 相对论性情况，动理方程 （53. 5) 仍保持 不变. 但是在向 （53. 6) 形式 
的变换中，要用相对论性关系式 P = ev / c 2 (其中 s 是电子能量）代替 p = mi ; ，这 
导致用 co fie mc 2 /^ 代替以 B , ; §53中随后的公式采用这个变换后依然 有效. 

当灸= 0时，阻尼只是由简单回旋共振引 起的. 因此，为了计算6^的反厄米 
型部分，只需在 （53. 14) 和 （53. 15) 中仅考虑到 s = 1的项就够了.类似于 


(55.5) 和 （55.6) ，我们求得 

8/= - 


• 2 up r 

iep 丄 c e J 0 


2Te( (o - a) Bc mc 2 /e) 


( E % - iE r ) 


极端相对论性 （T » me 2 ) 函教/。是① 


fo 






87 r 7° 


e 


■e/T 


极化强度矢量计算为 

uo J e 

其中 d 3 p 要表达为 〆 dpdo = /^ dfdo / c 2 •对 do 积分，并用 cp : ( e 2 - m 2 c 4 ) 1/2 , 
给出 



^ / 2 2 4 v 3/2 ■ s/T i 

JT^mc C (s - me ) e dg 
12 o ; 2 7^ i e - co Rf . mc 2 /(o + iO 


如果极点 f = iO He fflC 2 / (M) 位于积分范围，即如果 < 似价，初分具有虚部*在这个情 


况，最后结果是 



( ObA 
(oT ) 


①在这个表达式中，归一化因子以极端相对论性准确度写出；由于随后相对于 P 从0至 00 的积分， 
我们不能令 S ^ cp . 
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§56磁旋冷等离体中的电磁波 

对于具有任何电容率张量的介质中传播的自由单色波，我们可以 

推导出一个一般方程，它确定频率对波矢的依存关系（所谓色散关系） • 

对于电磁场，它对时间和坐标的依存关系由 exp ( - + ik - /•) 给出，麦克 

斯韦方程组 （28. 2) 变成 0) 


[kxE] 


B , [ kxB ] = 


it • fl = 0 , k ^ D = 0 
将 （56.1) 的第一个方程代入第二个，给出 


(56. 1) 


(56.2) 


D = - k x ( k x E) = Ek 2 一 k(k • E ) ， 


或者用分量表示 


E a k 、 k a k fi EdD 




(56-3) 


关于这些线性齐次方程组的相容性条件是下列行列式为零: 


k2 ^afi 一 k a k fi 


2 


= ()• 


(56.4) 


这就是所要求的色散关系②.对于给定（实 M ， 它确定频率—般是复数）， 
或所谓介质的本征振动谱 • 在存在频率色散和空间色散的一般情况下，方程 
(56. 4) 定义函数 W 幻的无穷的分支集合 • 

让我们考虑磁旋冷等离体中的电磁波，介质的电容率张最由公式 （52. 7) 和 
(52. 11) 给 出③. 因为这个张量是厄米 型的； 由方程 （56.4) 所确定的值 k 2 c 2 / co 2 

显然是实值. 

由于不存在空间色散情况下仅依赖于 W 因而色散关系 （56. 4) 对灸是 

代数方程.行列式的展开，通过简单计算给出④ 

J ^\ 4 . o / ^\ 2 . ^ (56.5) 


C =0, 


其中 


k a k p = s ± sin 2 ^ + e ^ cos 7 6 


(56.6) 


① 不要把波的可变磁场忍与恒定磁场％相混淆！ 

② 晶体光学中称为菲溲耳方程 • 

③ 磁旋冷等离体中的电磁波是由阿普尔顿 （ E . V . Appleton ( 192 8 )) 和拉森 （ H . Us ^ n ( I % 7 )) 首先 

研究的（忽略了离子所起的作 用）. 

④ 当计算时方便的是取一个坐标面，比如说《平面，通过 化和 t 
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B =―心〜 （ 1 + cos 2 沒） 一 ( e \ - g 2 ) sin 2 6, (56.7) 

C = s ^ ( s \ - g 2 ) 9 (56. 8) 

而沒是 A : 和及。之间的夹角.对于 w 和 0 的给定值，方程 （56. 5) 给出 V 的两个 
值，因此在等离体中一般可以传播两类波災 

让我们首先考虑严格沿磁场 （0=0) 和严格横切磁场卜传播的波的 

情况.这些波具有一些特殊性质 • 

当0=0,色散关系的根是 

/ Ac \ 2 ± 2 戌 _ 疗 (56,9) 

[C0 / £ 1 ^ 0)((0 ± 0) B<i ) 0>( 0) +(Og t ) 

由方程 （56. 3) 容易看出，这些波是横波 （A =0) 和圆偏振的 （£ y / E , = + i ). 表达 
式 （56.9) 在或变为无穷大对应于共 振：矢 景五旋转的频率和方 

向与电子或离子的拉莫尔回旋的频率和方向相重合.作为说明，图〖7显示 n 2 = 
( dt /如) 2 随仿的近似变化.当如40时 y 的值趋于极限值 




(忽略它远小于0^;、是由下面的公式 （56. 18 ) 定义） • 


当然，无阻尼波的 


传播仅对应于曲线的： >0的那些部分（由图中实线所示） • 

当沒=0时，如果还有 q =0,方程 （56. 5) 也是满足的，这对应于寻常纵等离 

体波，其频率 坟不 依赖于 t 


①所论及的波通常区别 为寻常波和非 常波. 然而，这里的这些术语与单轴晶体光学中的并不相同; 
没有一个波的行为像各向同性介质中的波 那样. 
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当沒=时，色散关系的两个根是 


ck 


2 


ck 


2 


2 


= e 




(56. 10) 


第一个对应于具有色散关系 


c 2 k 2 + ff e 


不依赖于及。的波，这是横波（五丄幻并且是线偏振的，具有五 II (56. 10) 的 
第二个根对应于具有£丄/?。并且对 A : 具有纵向和横向两分贵的波.如果频率很 
高以致离子对的贡献可以忽略（即条件 （52. 15 )co >> 广 2 ),于是在这 

个波中① 

/ c/c \ 2 fll (( o 2 - ff e ) (56.11) 

\ / a) 2 ( d> 2 - o) 2 Br — ) 


(56. 11) 


在任何角度 < 不是 o 或的一般情况，我们首先注意到对于每个角度值 
存在使方程 （56.5) 中系数4变为零的 频率： 


2 2 

, sin^0 + s || cos" 0 = 



n] 


cos^O 




sin 2 汐 = 0. 

« 


(56. 12) 


如果由这个方程确定的频率（所谓等离体共振频率）还满足“缓慢性”条件^><< 
心，则按照§32它们对应于等离体的纵向特征振荡.同时 fc 2 的二次方程 （56. 5) 
中 f 前的系数变为零意味着它的一个根变成无穷大；当 A — 0,方程的根是 
— CVfi 和一 B / A . 

方程 （56. 12) 是 W 的三次方程，它具有三个实根.应用仏和很 
小的事实，这些根很容易确定.通过忽略 （56. 12) 中的离子贡献部分，可以求得 

两个 根为： 

co ] 2 ^ + a 4 e ) 2 -4/^ c ^ cos 2 沒] 1/2 • (56.13) 

然而，在的范围必须考虑到离子的贡献，第三个根位于这个范围；假 


然而，在 


定>> ，我们容易求得这个根为 


¥ lan ^) 


( 56 . 14 ) 


当沒是如此接近使得 COS 6 « m / A / 时，关于0> 2 (沒)和叫（ 60 的公式 （56. 13) 


①离子在其中不起任何作用的等离体振荡一般称为高領振荡，而离子的影响在其中是重要的振荡 
称为低频振荡. 
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和 （56.14) 是不适用的 • 在这个范围， 

2_ 2 +( o 2 Bi ) 2 ff e o } 2 Bi cos 2 0 (56. 15) 

0> 2 = 0>2h = 75 2 ， ^3 = ~73 2~ • 

对于％或 cu 2 ，离子的作用都是不能忽略的. 

图18用图解显示频率 w ,，0> 2 ,0> 3 对角 (9 的依存关 系①. 0),( 60和％(<9)的曲 
线任何地方都不相交.它们在 6=0 分别从频率从和的较高者和较低者开 

始.在 0 = 它们分别达到各自的值为 



图18 


^ih = (^ +^L) ,/2 ‘ 

和 o > 2 h . 频率 o > lh 和扮 211 分别称为高混杂频率和低混杂 频率. 当从而肯 
定地 » (0 2 ai ) 0^ ， o> 2h = (( O be O } Bl ) l/1 . 

频率％ ， w 2 , oi 3 的位置很大程度上决定由色散关系 （56. 5) 所支配的频谱各 
分支的位形.由于是 （4/ … 2 的二次式，对给定 w 和0它有两个根.如果我们注 
意这些根（在给定0下）作为 w 的函数的变化和变为无穷，我们容易得到图19, 
它图解式地显示这些函数的变化.与横坐标相交的点由 C =0 给出， B 卩，=0 
或4 = 〆 .它们的位置不依赖于 t 而其中对应于^ =0的一个总是 

对于磁旋冷等离体，特征振荡频谱从而总共有五个分支.其中两分支（图 


19中的 I 和 n ) 达到低频振 荡区； 这些分支中相速（当时）的极限值等于 

/ o)\ u K | cos (9 1 / o)\ — 〜 (56. 17) 

Uj I = (l + u 2 A /c 2 ) 1/2t lTj n _(i +u w ， 

其中 




Bp 


(56.18) 


①可以立即注意到具有频率叫的振荡实际上仅在角度近的狭窄范围内存在.在其它角度范 


围，它们由于简单离子共振处的回旋共振吸收而受到强 阻尼. 
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图 19 

称为 阿尔文 速度.表达式 （56.17) 很容易通过应用极限表达式 ’ 

右丄《1+7， £ | ^-1， g -0((0) 

C (O 

而由方程 （56.5) 求得. 

当 a A 时，相速 （56. 17) 分别是 u A | cos 和、 • 这些极限值对应于按照 
寻常磁流力学方稈（见第八卷， §52) 存在于冷等离体中 的波. 的确，磁流力学波 
的频谱有三个分支，所有三分支的 a >(/ r ) 都是线性的，但一般依赖于灸的方向： 

( a)/k)\ - u^cos 2 ^ , 

( (o/k)) = ~Yi u l + u \ + [ ( + ^a) 2 _4a»os 2 0] 12 }, 

( (o/k)] = ^-{ u] + u\ - [ ( + ^a) 2 u 2 a cos 2 0] 1/2 } 

(其屮 a ， 是形式上根据介质绝热压缩所计算的声速 ）• 第一个分支称为 阿尔文 
波，它的相速与 （56. 17) 第一个分支的极限值完全相同.为了在第二个公式中趋 
向冷等离体的极限，我们必须在其中令\ =0( 因为气体中 u ^( T / M ) w2 ). 因此 
( 0>/^,对应于快 磁声波 ，等于 （ w / A ：) M 的极限值，至于第三支 ，（ ai // c )*( 慢磁声 
波），当0时相速趋于零，因而在冷等离体中并不出现.注意到冷等离体的 
假设使我们能忽略离子速度的热扩展，并且即使没有碰撞情况下也对它们采用 
流体力学 描述. 条件 u A << c 表明在磁流力学方程中忽略位移电流是正确的. 

对于高频的相反情况，两个分支 （ IV 和 V )的相速趋于 w/A ，对应于各向 

同性等离体中的横向髙频波，这正如我们应该预期的，因为当 w >>似&时磁场不 

起任何 作用. 

最后，让我们考虑当仏>> 时能发生的波这种令人感兴趣的情况；因而 

共振频率是 a> 2 -^ Be cos 0. 我们将取频率范围（在分支 II 上）介于 叫和 如 3 «… 


(56.19) 
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之间，由不等式 

( o Bl « a ) «< o Be cos 0^ co « ff r /( v Bc (56.20) 

所确定.条件 » o > Si 使我们能忽略离子对 g 的贡献，而由条件我们有 

. • ^ (56.21) 


e xy = ig 


( 0(0 


Dr 


在条件 （56.20) 下，我们还有 » g » s ± . 
所寻求的色散关系的解可通过将前者写成 


2 


k2s 'J -&各 afi 


0, 


(56.22) 


即将 （56. 4) 中张量变换至其逆[即在方程 （56. 3) 中将 E 用 /) 来表达]，而更 
直接地求得.逆张 M 的分 M 是 


s “ = e 


2 


yy 


s L / g ^ y e : = \/e y , e 


£ 


i 々， 


而其中最大的是匕^忽略其余分量（并取^平面为 B 。 和先的平面），我们得到 
色散关系 


- a ) 2 / c 2 ik)/g 
- \ k 2 /g - a ) 2 / c 1 


0, 


因此得 


a ) — k 2 c 2 


o ) g e . cB , 



cos 


0 


cos 




4ireIV 


k 2 . 


(56.23) 


e 


这些称为螺旋 波①; 它们是纯电子起源. 

这些波的名称起因于它们的偏振的性质.用坐标轴的上述选择，由 等式& 
D =0(56.2) 给出， 


D x sin 6 + D z cos 0=0. 


(56.24) 


将方程 （56.3) 写成 


[b«V -k a k 7 e;;]D p 


(X) 


2 


D 


(56.25) 


c 


我们求得坎 =- i I COS 0 1 D y . 在同样近似下 （ BP , 所有中仅保留</)，波的 

电场完全位于町平面，它垂直于 =0. 其它电场分量是 

=e ； y l D y , E y = e~^ D x = -e~ xy 'D xy 

而根据 （56.24), 得出 


E r 




1 


COS 


e\E % . 


(56.26) 


①在地球物理学应用中称为大气哨声 • 



§57 磁旋等商体中热运动对电磁波传播的影响 


• 221 • 


因而在垂直于的平面内该波是椭圆偏 振的； 当偏振变成线性的.在 

(轴平行于 （的 坐标系《中，我们有 

_ i \cosj\_ E £； £ : tan 仗 （ 56.27 > 

( cos e y c i 

矢量 £ 环绕& 方向回转描述一个圆锥. 

我们注意到，关于匕，的表达式 （56. 21) 具有简单物理意义•当 a ;% » a >( 以 
及所意味着的条件 （52. V7)k ± v T /a> Be =k L r Be «1 处处满足） 时. 可以认为电子 
(相对于的横向运动在恒定均匀电场 E 中发生.当一个电荷在恒定均匀交 
叉场 E 和^中 运动时，其平均横向速度（电漂移速度）是 

v L =c[ExB 0 ]/B 2 q (56.28) 

(见第二卷， §22). 正是这个速度对应于表达式 （56.21). 因而螺旋波是与等离 
体中电子的电漂移相联系的. 
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当考虑到粒子的热运动时，色散关系一般变为超越方程，并导致函数 
的无穷分支 集合. 然而，这些振荡的绝大多数是强阻尼的.仅在例外情况 
下，阻尼才弱得使振荡能作为波传播.这些情况首先包括上一节中所考虑的波， 
对这些波（如果满足条件 （52. 17) 和 （53. 17)). 热运动仅引起对色散关系的小 
校正，和小的朗道阻 尼率. 

然而，我们曾经看到对于冷等离体中的波，有这样的频率范围，在此范围比 
值 d / w 无定限地大（等离体共振邻 近）. 但是当00时，条件 （52. 17) 肯定不 

能满足，因此变得必须考虑到热运动.现在我们将证明，考虑到热运动，即使作 
为电容率的小校正，也会消除色散关系的根的发散性，并导致等离体振荡谱的一 
些定性上新的性质 （ B . H . repuiMa H ，1956). 而且，如我们将看到的，朗道阻尼为 
指数式小的条件仍可满足，以致的反厄米型部分仍可忽略.为明确起见，我 
们将取高频等离体共振邻域的特例，其中仅包括电子的热运动就足够了. 

中的校正项正比于①.色散关系 （56.5) 的系数七圮 C 中也出现 
类似校正.为研究正好是这个方程的发散根，仅在系数>1中包括改正项就足够 


了，没有校正情况下在共振点它变为零， 


在共振频率（例如） 化邻近 ，我们把这个系数写成 



(57.1) 


①它们是这样推导 的：将 （5 4 . 5) 的被积表达式按纟 2 的幕作展幵，取展开式中的一阶项. 
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第二项是归因于热运动的 校正. 系数\和岑 Ji 在点0 =%取的，所以它们已不 
依赖于变童(但是当然依赖于 A : 的方向，即依赖于角 0). 在系数 S 和 C 中也 


令 =0^( 并用&和4表示结果所得值），我们得到共振频率邻近的色散关系为 


fl r( ^ _ ^1 ) **^1, 


( 


kc 


( 


kc 


4 


B \ —\ 2 + C . =0 


0 ) 


我们感兴趣的是这个方程的那种根，当〃 TV —0 时它变成 


(57.2) 








即 


以 (57.3) 

~ajk v 


因为这个解中 （ h / w ,) 2 很大，在求解时就应该从 （57. 2 )中省略掉并不含此大最 
的项 C ,. 于是我们有下列色散关系 

A \ t ! kv rA 2 B rl ( °\\ (57.4) 


这里要按照的正负号 （ a , 和足总是正的）而区别两种情况① • 


在图20中，实曲线显示对 < >0的色散关系 
(57.4). 曲线与横坐标轴相交于② 



当 h —0 时，这个点在右边移向无穷，而我们回到 
相应于冷等离体色散关系 （57. 3) 的曲线（在图20 
中用虚线显示）. 

我们把注意力转向考虑到热运动，因而引起 



振荡谱分支扩展至 W >%的 范围. 在零外场的极 
限，正是分支的这个部分相应于寻常纵向等离体 m2 ° 

振荡 ：没有 场的情况下，系数圮=0,频率叫与仏重合 a - A 作为纟 2 的函数的整 


① 由表达式 （56.6) 和 （56.7) 容易证实 fl , 是正的：利用条件4 = 0消去 q ，我们求得心=^ 
+ g 2 sin 2 ^>0. 由对>1的表达式 （56. 6> 和对和 q 的表达式 （52. 11 ) 得出> 0,从而= 
( 是正的， 

② 对于*的这个值，此值 bjv /叫 包含 （ tv / c ) 1 ' 2 , 因而很小.这是如上所述关于朗道阻尼为很小的 
条件. 
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个曲线变成来自坐标原点的一条直线，其方程与 （32. 5) 相同 0). 

当忽略热运动时，等离体共振中的振荡是纵向的.要着重指岀的是，当考虑 
到空间色散时，这个性质确切地说并不出现 ： M t 

( 0-(0 } A 

A 笠心变成々 的函数，而对于振荡为 

纵向的条件 A =0,与由色散关系所给出的相同 _ 一一一 

变暈和0之间的关系是不相 容的. 然而，在 一 k2 

等离体共振点本身（它们不再有区别），以及邻近 />~^ 

共振点，波都仍然几乎是纵向的 ：因为 4很小而 // X 

且波很慢 （0/ 心很小），按照 （32. 10)，横向分量 (/ 、 

£：(•) 远小于 £( l> . 〆 

现在让我们转到的 情况. 图21显示 
在这个情况下如何随^ 变化. 曲线并不进 ® 21 

入 > w , 区域，而是在点 


2 


k 2 = 


cv 




2v 


(MJA) 


(57-6) 


r 


有一极大.当时，这个点在右边移向无穷，同时趋向横坐标轴，我们又回 
到 （57.3) 的形式. 

作为再一个例子，让我们考虑接近电子回旋共振沿磁场传播的 横波. 当忽 
略热运动时，对于这些波的色散关系由公式 （56. 9) 给出（用下面的正负号），而 
在邻近② 


C 


(57.7) 


同时心》仏；这个谱整个是在 a > < a > flc . 

为了在考虑到电子热运动情况下来考察这些波，必须用适用于回旋共振区 
域的电容率张量 （55. 7) 来构造色散关 系③. 展开行列式 （56. 4)( 具有矢量 * 平 
行于2轴），我们得到 


2 



=1 + — ^ : ^ - F \ 

0)((0 - a) Bt ) \ ^2kv 


(57.8) 


在共振吸收线以外，即，对于1 但是当然仍有 «〜）， 


① 为此，（磁旋等离体中）对应于图20中实曲线上段的波通常称为等离体波，和对应于曲线下段的 
寻常波或非常波大不 相同. 然而，这个术语是约定俗 成的： 实际上汜好有一个振荡分支，它与横坐标轴的 
交点 （ 6>= a >,) 没有任何有区别的特色. 

② 为史加明确起见，我们认为，不仅而且仏 >0>办，以致（56. 9 )右边的1肯定可以 
忽略. 

③ 要记住，公式 （55.7) 也预先假定满足条件 （55. 4 ) : a >〜 » kv r ^ 
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这个关系变成 

k 2 c 2 汉 ./^ tT ^ / ( o ) - o > Be ) 2 \ 

= -+ 1 二 -:- x exp - -T — ； - L 

(o Bc ⑴ Be 、 ⑴ 一仿 flr) "V 2 o) Be kv Te \ 2/c v Te J 

因此我们再次有对于频率实部的色散关系 （57. 7) ，和对于朗道阻尼率的表达式 


[V ^ Be / A \ 4 1 /^ e \ 4 / ^ B ,\ 2 } (57.9) 

Wt\U) ex 个了 U) Ik ：) r 

当⑴趋向更接近在范围 - Ct >| 内，阻尼率增加并且变成与频 

率 W 可比较 ：在这 个范围，已无法谈论波的 传播. 


§58磁旋等离体流体力学方程 

如果运动等离体中特征空间尺度^远大于平均自由程 

L »/, (5 8 . 1 ) 

我们可以认为，在等离体的任何小区域内，由于碰撞建立起了具有（对于电子和 
离子为相同的）温度、压强等局域值的热力学平衡.在这种情况下，等离体的运 
动可以用宏观流体力学方程描述. 

磁流力学方程已经在第八卷，§51中给出，但是那里曾经假设介质的动理 
系数（黏度和热导率）不依赖于磁场 • 在等离体中要使这点为正确，下列条件是 
必 要的： 


V % » (0 Bl , v e » (o Bt 

(其中第二个可从第一个得 出）. 这些条件经常是太苛刻，因此必须推导不受上 

述限制的流体力学方程®. 

关于质量密度 P 的连续性方程，当然，照常保持不变 


^▽• pv=0 . 


(58.2) 


其中 V 是宏观 速度. 关于纳维-斯托克斯方程: 


P 





dP 
+ — 

^ X a 







(58^3) 


和关于能 u 守恒 方程： 



(58.4) 



P^[~2 + 叫 -〆 


V + —E xB ^ q 
4 tt 


一 般形式也保持和以前的相同，其中 CT 、 是黏性应力张最， • V 表示具有分量 


①而且，第八卷，§51的方程中省略了代表温差电效应的项_ 
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为的矢量4是能流密度（包括归因于热传导和温差电效应的耗散部分以 
及通过粒子流的运流能量传递两 部分； 见下面的定义 （58. 8 )) ，而"和 IT 是每 
单位质量介质的内能和焓.张量和矢量9必须用热力学量和速度的梯度来 
表达，这些表达式的形式正好依赖于磁场. 

关于方程 （58. 3) 应该作出下列评注.这个方程考虑到磁场对等离体所施加 

的力（左边最后一项），但是没有考虑电场所施加的力 

e ( zN . - N C ) E . 

这种处理在这里证明是正确的，因为由条件 （58. 1) 可见，更有 L >> a ，从而等离 
体是准中性的，以致我们可以令='，等离体中没有任何未补偿电荷①. 

方程 （58. 2) — （58. 4) 必须补充以麦克斯韦方程组，对于准定常电磁场（因 
此位移电流可省略）它们是 


V x £ = 



V * B =0 ,VxB = —~ i . 

c 


(58.5) 


应注意所谓准定常场意味着其变化 频率⑵ « c/L 同时，可变磁场所感生的电 
场是 E ~ wLB/c <<万 ； 因此之故，在 （58. 4) 中我们只需包括磁场能密度而无需包 
括电场的.而且，忽略位移电流是与等离体的准中性假设一致的： （58. 5) 的最后 
一个方程蕴含 ▽ •«/=()• 

最后，需要表达“广义欧姆定律”的方程： 


E 4-— 



VxB 



(58.6) 


其中 F 是电流和热力学景的梯度的某种线性组合 •（58. 6) 左边 E 和 B 的组 
合起因于（见第八卷， §49) 当我们从介质中给定体积元的静止坐标系变到该体 
积元在其中以速度 V 运动的坐标系时£的 变换. 

在准中性等离体中，电子和离子组分的相对浓度是给定常数（％/乂 = z ). 
因此只有温度和压强是独立热力学变 M ; 将 F 和 g 用这些变 ft 的梯度（和电流 
y ) 表达的问题形式上与金属中磁场电流热流效应 ◎理 论中的同样问题是相同的 
(见第八卷, §25) ③. 

一 方面， J •和(/，以及另一方面，场和热力学量的梯度，它们之间的关系，写成 


① 这个论证是以不等式为苺础的.应注意我们处处考虑的是全电离等 离体. 在部分电离等 
离体中，不等式不必要满足，因为平均自由程由于与中性原子的碰掩而减小 • 于是 f >>«被认为是 
关于要使彻体电场力可忽略的附加必要条件. 

② 英文为 thcrmogalvanomagnetic effects ，指间时存在电场和磁场以 及温度 择悄丨兄下，电流和热流 

的流动引起的各种效应，通常分别称为磁场电流效应（ galvanomagnetic effects ) 和磁场热流效应（ thermo - 
magnetic effecis ) ^ -"■译者注 • 

③ 我们再次提醒，讨论涉及的是全电离等离体.存在几种类型重粒子（各种离子，中性原子）的情 
况下，会使得必须考虑相应的扩散 过程. 
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(44. 12) 和 （44. 13) 的推广形 式是: 


F 


a 


1 W 小 dT 


(58.7) 


Q 




a 


e 


Ja + PJ i 


dT 


P— K afi 


(58.8) 


dx 


P 


这里 A 是电子化学势，张 M 依赖于磁场 B 作为参量. (58. 8〉左边 

没有_#项（比较 （44. 13)) 归因于这样的事实，这早已通过能流密度中的坡印 
亭矢 M 而包括在 （58. 4) 中，通过利用麦克斯韦方程组 （58. 5) 来变换其散度就可 
很容易得到确认.在定态情况 （§44), 我们有 


4tt dt 8 tt dt 8 tt 


2 


- V 


▽ • ( w ). 


因此 ，（58. 8) 中能流 g 早已把通过粒子的能量传递 一 e < p 排除在外. 
根据昂萨格原理，关系式 （58. 7) 和 （58. 8) 中的系数满足下列关系 

B) =<T fia ( -B) , K ^(B) -B), 


(58.9) 
(58. 10) 


=^( - B ). 

因为忍 是唯一可资用矢 M 参 M , 张最对方向 b = B/B 的依存关系可写成一 
般形式 

… c , , , (58.11) 

- a \ S o0 + a 2 b a b 0 + °h e a0yh 

(对于其它张量有类似结果），其中标量系数是场的 函数； 这样的依 
存关系满足反演对称性条件（忍是一个轴矢量而其分讀不受反演的影响，像对真 
张量等的分盪所要求的那样） • 注意到 （58. 11) 形式的表达式自动满足关 
系式（58.9)，而 （58. 10) 变成 

a / ox T ( nx (58.12) 

在磁流力学中对表达式 （58. 7) 和 （58.8) 的实际应用，更方便的是将化学势 
的梯度用压强和温度梯度表达为 

1 


+ —vp 






= - Ts 


e 


其中 p ^iyj = p 2 /( \ + z ) 是等离体中电子的分压，而\和％是等离体的电子组 
分中每个粒子的熵和焓.我们 M 后将关系式 （58. 7) 和 （58. 8) 用矢量形式重 

写成 

五 + 丄 VxB +士 \ = 

c 成 



ii 


cr J cr 


b xj) + a ,(vr)_ +a x ( vr) ± + ，（ j?xvr )， 


丄 


(58. 13) 
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丄 

= ^,77, +a 1 ry 1 +^r(Bxj) - k f (vr)„ - k A (vr ) 丄 + 又 （ z?xvr), 

(58.14) 

对系数（全都是#的函数）用了新记号，而下标 II 和丄表示相对于 B 为纵向和横 
向的矢量分量 .（58. 13) 中系数^的定义与 （58. 7) 中的相差是这里包括了 
5 e / e . 系数％，和又分别描述翟尔效应，能斯特效应和勒迪克-里吉效应.还 
应注意， （58. 13) 中的义 （fi x 乃项和 （58. 14) 中的又(5 xvr ) 项是非耗散动理 

效应，它们并不出现在 乘积五 ••/和分 • 中，因而并不引致熵的增加. 

至于黏性应力张量 〆 则其通过宏观速度梯度表示的一般表达式早已在 
§13中给出.当应用于等离体时，这个表达式由于两个第二黏度系数（和 t 变 
为零而稍微简化.系数 （ 为零是所有单原子气体的一般性质，等离体也属于这 
种气体.没有&项的原因将在下节中解释. 

为应用于等离体 ，（13. 18) 中的余留项可方便地重新整理，考虑到在等离体 
中磁场一般对黏性有强烈影响（而不像在中性气体中那样只有弱影 响）； 从而区 
分寻常黏度系数 T ? 没有任何 意义. 这里我们用不同于 （13. 18) 的形式表述(7、 
仅在于用 

v ) (58 * 15) 

代替带 T 7 的项，其中6 =忍/及（代替 A ) ;见236页关于％的这个定义的适宜性的 
脚注. 

如果取2轴平行于 I 应力张域分》是 

心： - T 7 0 (^- yV . V ) + r } l ( V xx - V yy ) +2” 人， 

〆 ” = - 中 V ) ^,( V XK - V yy ) - 2” 3 %， 

=2”。( L - yV - vj , 

o\y = -VA V *x - V jy) y 

= 2 vi v ，z + 2 va y yt * 

^ ， r ,=27 ?2 V yl -2T 74 ^. (58.16) 

§59 强磁场中等离体的动理系数 

为计算磁旋等离体的动理系数，我们必须照例寻求/=/。 + S / 形式的粒子分 

布函数，其中 S / 是对局域平衡分布的小校正，并且正比于相应热力学量的梯度. 
将这个表达式代人动理方程，例如，对于电子 
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dp 


(v x B ) 


•尝 =c( 人)， 


(59.1) 


我们在左边四项中令乂 因为 Wdp 平行于 c ， 于是第四项变为零，以致那 

里必须保留&/,项，而我们求得关于 V ；的方程为① 


^fot 


dt 



^fot 

dr 


一 eE 


3 fot 

~^p 


(v x B ) 


% 

~dP 


We ), 


(59.2) 


其中 / 是线性化碰撞积分. 

让我们首先注意到纵向电导率 O *, 和热导率 K | 一般不依赖于^而具有如 
同没有磁场情况下的相同值（即，它们是寻常标量 C 7 和 K )• 的确，根据对称性考 
虑事先就很明显，当矢 量五或 VT 平行于 B 时，分布函数5/不依赖于垂直于 
平面内横向速度 h 的回转角 A 还有， 

, ahf b 

(vxB)^ -- - - 么， 

dp m d(p 

因而当 as// 扣 =o 时，动理方程中并不出现磁场 ◎• 

由于类似理由，当速度 v 平行于 B (沿 z 轴）时，确定黏性应力 tr 、 的黏度 
%也不依赖于磁场（从而与寻常黏度 T ； 相 同）； 于是它仅依赖于 z ， 在表达式 
(58. 16) 中仅保留含有 


(J 


9 





2 6 V 


的项. 

最后，系 数匕总 是必须不依赖 于场. 对于所述速度分布会对应力张景贡献 

, • 1 作， dV 

C7„=Cr yy =yC7„=f 1 -^. 

但是，因为这个效应在没有外场情况下一般是不存在的，而即使当场存在时也有 
(' =0③.（注意到这个理由并不依赖于等离体是经 典的； 因此，结果^ =0在相 
对论性情况也是有效的，而在相对论性等离体中 ) 

在强磁场极限下，当（对每类粒子）拉莫尔频率 >> p 时，其它动理系数的 


① 注意到在§29对于等离体电容率的计算中，这个方程中的磁场项是省略的，因为当石和及很小 
时它是二阶小镦在目前 问题中 ，磁场 U (不像电场忍）没有假定为很小. 

② 然而，我们必须立即预先说明，这些论据（和下面的类似论据）假定粒子散射过程不依赖于磁场 • 
为此必须要磁场满足后面的不等式 （59.10). 

③ 我们必须再次强调，所有这些陈述依赖于动理方程 （59. 2) 中含项的形式，因此它们并不适用 

于分子具有磁矩的寻常气体.在那种情况下是通过磁矩（而不是像等离体中那样通过粒子的 电荷〉 而与 
磁场发生相互作用的. ‘ 
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计算可以类似地实现.在这些条件下，碰撞项起小校正的作用①. 

电导率 

让我们首先计算确定等离体中电流的系数.方便的是在等离体体积元为静 
止的参考系中来完成这个计算. 忽略〜 m/M 的置，我们可以认为这种参考系与 
离子组分为静止的参考系相符合.于是电流是纯电子性的.从而我们只需要求 
解对于电子的动理方程. 

动理方程的左边必须以类似于§6中对寻常气体作过的方式借助于流体力 
学方程进行变换.在所选参考系中，所考虑点的宏观速度（但当然不是其导数） 
为零② • 

然而，这里（对于电子）不需要实行全部计算.首先注意到，项 dsyyw 全然 
可以省略.对时间的求导导致岀现含有导数 dr / at , a / Vdf 和 avy 扣的项.当然，前 
两个可以用标 • v 来表达 （ 比较 （6. 16)); 而这些项如我们早已知道的，对单 
原子气体（例如等离体）总是相消的.导数利用流体力学方程 （58. 3) 来表 
达，含有因数1今或 1/ M ; 在动理方程中考虑到这类项仅会给出〜 m / M 的校正， 
它们是没有任何重要性的.其次，在 （59. 2) 中我们可令 E =0, 因为我们知道五 
仅能作为和式 

▽尸 

e/V e 

而出现在所寻求的电流 y 中.最后，因为我们并未打算计算“纵向”动理系数 
,K „ ，仏 ，它们是不依赖于磁场的，对于等离体的所有热力学 a 可认为仅依赖 
于垂直于的平面中的坐标. sv , 表示在该平面的求导算符，因此我们可以将 
动理方程写成 


(v - V , )/ 0 , 


(v x B) 






/(6/J. 


这个方程又可以通过逐步求近法求解而表成的幂. 
标 （1) 表示），完全忽略碰撞积分，因此方程是 


(59.3) 


第一级近似（用上 


办） 


dV 


(货 • V , )/ 0( 


(59.4) 


(其中 A =21/5〉.通过直接代入容易看出方程的解是 




(« • [bxvj 0e ]) 


(59.5) 


① 关于磁旋等离体的动理系数是由兰茨祺夫 （ R . Landshoff (19 4 9))， 弗拉徳金 （ E . C . <t>pa fl KHH 
(1951)) ,布拉金斯基 （ C . M . BpaniHCKiift ( l 95 2)) 计算的•下面给出的解析方法归功于塔姆 （ M _ E . Taww 
(1951)). 

② 通过利用矢燉 d / D / dp 与 t 的平行性，这个基本上早已假设过. 
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显然这个解仅能用来计算非耗散动理系数：不存在碰撞情况下没有任何能董 


耗散. 

电流密度由下列积分 

j = 5/ e d 3 p 

给出.用 （59.5) 代入后给出 

j ( l ) =言( [* x V A ] - (v )v ) N t x ▽丄)乂 •〈 〆 〉 ， 

其中求平均是对麦克斯韦分布进行的.结果是 


(59.6) 


j ⑴ =皆(办><▽，)， 


V,P e = (^x/°). 

C 

将这个表达式与 （58. 13) 中系数％的定义进行比较表明 

•龙= -1/( N ^ ec ). 

在高一级近似，我们寻求 （59. 3) 的解为 8 / f =5/ e (i) +5/尸、而获得关于 5/ e (2) 
的方程为： 

co b Av xb) -/(5/ c n ) ^—I(v - [bxv ± ]/ 0e ) (59.9) 

dV 0) Be 

(不能将算符取出到 / 前面，因为在线性化碰撞积分中，被积表达式在其系数 

中含有例如％这样的 M •，它们依赖于坐标 ）• 

如早已提到过的，假设磁场够强使得然而，在本节中我们将进一 


(59.7) 

(59.8) 


步同时认为 


r Bt = V Te^ (i) Bt >> a t 


(59.10) 


(即 ， ov <<仪）；这个对磁场设《了上限.当满足这个条件时磁场在碰撞区域内 
几乎不会引起电子轨道（更小程度上离子轨道）的任何弯曲，因而对碰撞过程没 
有任何 影响. 换句话说，算符/并不明显依赖于磁场 • 于是，根据对称性考虑，方 
程 （59.9) 右边必须具有形式为 （《 • [6 xV ± ])< p ( i ; 2 ) 的矢量 结构； 至于变量 
这是与 （59. 4) 右边具有相同类型，但是以6 XV ,代替 Vi . 因此 ，（59. 9) 的解是 


hfl 2) = -冬 f(v • [^x[bxV L ]]/ 0e ) =-^/(形 • V./oJ. (59 * u) 

( O 如 

在电流的计算中，非零贡献仅来自 ei 碰撞.的确，因为在所假设条件下，碰 
撞是小效应，可以认为 ee 和 ei 碰撞对电导率的贡献是独立的.这意味着，例如， 
计算来自 ee 碰撞的贡献时，是通过求解仅具有这个碰撞积分的动理方程而求得 
的分布函数进行计算，好像电子全然并不与离子碰撺 那样. 在那种情况下，对于 
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(59. 11) 形式的5//>，积分 Jv6/ r 2) d 3 p 是零，因为由于碰撞中动最守恒定律，对 


任何分布函数/,恒定地给出 


=° 


(比较 §5). 

因此，在计算电流时， （59. 11) 中的/要理解为电子离子碰撞积分 • 


i(v • V,/ 0e ) = - p ci ( v )( v * ▽ 丄 ）/o 


于是① 
(59. 12) 


其中，按照 （44.3), 


i (^) 


4 irze 4 /V 人 


按照分布函数 （59. 11 )，（59. 12) ，对电流的贡献是 


( 2 ) 


#▽此⑺〉= 4 以〜 会 

3 m (0 心 1 


yi 3/2. 


(59^ 13) 


为计算所寻求的动理系数，我们必须将电流人 


…•⑴ 


/ 2> 代人方程 


(58. 13) ： 


eN 


V L P r =^+^B(bxj ± ) +a x ▽丄 (办 xVj), 


(59 - 14) 


争 . 


它确定这些系数.首先令 vr =0 并集合 ffl 级为 l / a >& 的项，我们求得 

(/ n / c7 A ) ^JBB[bxj {2) ] =0, 

由此 

3 tt I7 VAL 


(59. 15) 


2 xn mv 


其中〜（不带自变量）表示 


4 ir : e 4 W 

i= ^ i(l；rJ = • 


(59. 16) 


量 （59. 15) 在没有磁场情况下是与电导率 （43. 8) 相同 fl 级，后者在这里等于 


a II - 


类似地，在 （59. I 4 )中令 VP e =0并重新集合 M 级~ 的项，我们求得 

J^B(bxj (2) ) + ( b x VT) =0, 


由此 


方•: 


3 c/V 


( 2 tt ) 1 2 mco) 


2 o ^ B ” 


(59. 17) 


①比较 （44.1). 如果是与可认为不动的粒子发生碰撺，并且如果 S / 具有（” 平式，而 A 

迠一恒定矢 ft , 对于 c (/) 这种类型公式是有 效的. 在目前情况下 〆 由矢@ B 符▽丄 表示. 
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至于系数 tti 仅在相对于1/0>&的高一级近似下才 出现； （对于2 = 1) 它的 


值是 


(59. 18) 


a L =0. 36( 

电子热导率 

等离体中的热流由电子和离子两部分贵献 组成； 让我们首先考虑前者.电 
子对热流的贡献按下列积分 

(59.19) 




2 


| V 2 V 8/ e d 


P 


计算 • 相对于的一级近似下，将 （59. 5) 代人给出 


O 一 


2(0 


([办 x ▽丄 ] - (v ) vv 2 ) N c 


6o) 


[bxV ± ]N e U) 


由此 






t 


5 c 

2^B 


[bxV ± ]PJ^ -y/ 


1) 


5cP t 

2^ 


[ [ bx \7 ± T ] 9 


(59.20) 


其中 A =5772 是每个电子 的焓. 与 （58. 14) 中系数又的定义比较表明 




5cNT 

2eB 2 


(59.21) 


在高一级近似，积分 （59. 19) 要用分布函数 （59. 11) 来计算 • 然而， ei 和饮 
碰撞都对热流有贡献.对于前者，我们再次应用 （59. 11) 和 （59. 12)， 得到 


q 


Ui 


mN 


e 


6(o 


1 V JL (v% ci (v )), 


Br. 


由此 


q 


t 


4 P e 

3/2 2 v 丄 / 

讯 < o B , 


(59.22) 


3 


然而，为了由此求得热导 率^ i 的相应部分，我们还必须考虑到条件 
+/ 2) =0, 因为按 （58. 14), K i 是用没有电流情况下的热流来定义的.用 （59.7) 
和 （59. 13) ,我们发现这个条件意味着压强和温度梯度之间的下列关系： 

c e/V 

— (A x V. P ^ =— 

B 




V / 2tt 


V ± T 


mo) 


Be 


(在计算中，我们处处忽略高于1/6^二阶的 项）. 应用这个关系来计算和式 
q [ l) +#>，我们求得 


(«i) 


13 NJv 


(59.23) 


6 

这个公式具有简单物理 意义. 热导率在数 M 级上必须是 /c ± 其中 

C c ~'是单位体积电子的热容，而/> ± 是横越磁场的电子扩散 系数. 后者又可估 
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计为〈（ A . i ) 2 >/5 t ， 其中 〈（仏 ) 2 〉是时间 6 t 内的方均 位移. 在磁场中，横向位移仅 
归因于碰撞，而电子移动距离因此~匕/&,这导致（59.23). 

现在让我们讨论来自 ee 碰撞的贡献.这里的计算更加繁冗费力，我们将仅 
叙述其概要. 





2 ■ - J {t; 2 s (re) +2 v (v • s (eif) ) }d 3 p. 


这个公式中的系数要写成使得 （59. 24) 中 5人 现在应理解为函数 
时求导 I 只须应用于麦克斯韦分布的指数函数中的温度 L 


(59.25) 


▽丄）九•同 


mv 


(« • ■( 轚 • T) 


而来自对指数函数前系数的求导的项相消掉了 ®. 

经过简单但是冗长的计算后，将积分 （59.25) 变成 • V X ： T 形式，其 

中② 

= 3 pa ,~ / wy2 + … 

H ^= t ; - v \ V^{v +1^)/2, 而括号中的…代表含 h - V 奇幂的项，它们积分后变 
为零.注意到 

/ o “ P )/ o “ P ，)一 X p (-^-^)， 

并完成对 d > d 3 〆 的积分，最后我们有 

( ee ) 2 ^jKr (59.26) 

K le ' /— 2 ， 

3 yfll m <°Be 


其中 


^eN c L c 



(59.27) 


① 根据 §6 中特别提到的一般性质，这是显然的 ：对形 式为〃 / c 的函数，同类粒子的碰撞积分为零 • 

② 这里并+出现压强梯度，因而无需利用条件来消去它* 
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因此对横向热导率的电子总贡献是 

2 NTv 


^ ce 


+ 


13 


(59.28) 


离子热导率 

我们首先注意到，对于 ii 碰掩，所考虑近似的适用性条件>>〜比对于电 

子的相应条件要强得多•因为〜〜饥/財） 1/2 和似历如爪 / Af ， 由⑴ >> 〜可 
见仿 flc » ‘ （ M / m ) 1/2 ，它比似〜 》‘ 强 得多； 至于条件^ » a 肯定满足，由于 
它比 （59. 10) 弱得多. 

关于离子的动理方程类似于方程 （59. 2) ; 

^/o» ^/oi ^/oi 26 , « 、站 •/! 


zeE 


-—(v xB ) 


dt dr dp c x dp 

然而，在其左边的变换方面与电子情况有一点差别•用 




(59.29) 


foi 


N 


exp 


{-恥 


-v) 


( 2 irTM ) i/2 

代人，现在我们必须求 V 对 f 的导数（然后再次假设这样选择参考系使 V 
在 v = 0 情况下，按流体力学的运动方程，我们有 


= 0) 


dV 

^dt 




其中压强 p = /\ ，而密度广=%对.于是动理方程变成 


V 


V ± f 0 t - S^v 


/VT 


▽丄尸一一 （J X 忍） 


ze 


xB ] 


财' 


/( M ), 


c ^ dp 

其中我们再次（像 （59. 3) 中那样）令五=0并用 V ± 代替 V 0). 

我们可以利用对于，的逐步近似法来求解方程 （59. 30). 
下，类似于 （59.5), 我们有 


(59.30) 


在一级近似 


S /, ( 


b 


Bi 




但在这个近似下，由 （59.7) 有 P , = JxB / c , 由此 


s / U) =- 


❻ Bi 


V 


b 




(59.31) 


当然，这个分布函数对电流不能给出任何贡献，/ 这是在等离体中 

离子组分为静止的参考系中我们应该预期的.于是热流为 


①对于电子，左边第二项该包含的不是 W / p 而是 m/p = m /( M ')， 因此可以忽略 • 



59 强磁场中等离体的动理系数 


• 235 - 




Y \ 1,2 v ■⑴ 心 = 

-^—b x f v A (yVj < v 4 )) - 

v) CO Dl » 




V, PA = 


5cP 


2zeB 


【（b x vr ) ， 


由此 


5cNT 

2 zeB 2 


(59.32) 


为计算高一级近似的热流，只有 ii 碰撞是重要的： ei 碰撞作出的贡献要小一 
个因数~ ( m / M ) 1/2 ，因为与电子碰撞时离子的动 ft 改变很小.计算完全类似于 
卜面所 给关于 ee 碰撞的计算①.因而热导率的离子贡献部分是由 （59. 26) 将电 

子 M 用相应离子量代替而得： 


2% 7 V “ 

3 -/T\M(i) 2 Bx 

4i7z 2 e A L t N t 

M ul t n 


(59.33) 


(59.33) 与 （ 59.23) 的比较表明（当时 ） k ± •〜 k le (M/m) l/2 . 因此，在 
磁场如此强使得 o> fli >>〜时，横向热导率儿乎完全是离 子的. 电子热导率当 
oc ( m / M ) 1 V ;,时变成与之可比较的（在作比较时要考虑到这种场中磁场对的 
影响是可忽略的）.在更弱的场中，对〃 i 的离子贡献变得不重要；在那种情况 
下，如果，则 k ,由公式 （ 59. 28) 给出 • 

黏度 

运动等离体的动0主要集中于离子，从而黏度由离子分布函数 确定. 同时 
因为一个离子与电子之间的碰撞，离子的动景并没有很大改变，所以在动理方程 

中只需考虑离子离子碰撞. 

将动理方程 （59. 29) 左边以类似于§6和§8中的方式进行变换，并取与那 
里相同的形式②.因而对于黏度问题的动理方程是： 




—( V xfi) - — +/ 
cM y ) dv 


(W 


(59.34) 


① 把 （59. 31) 和 （59.5 > 区別开来的带▽/^的项在这里是不重要的：分布函数的这个部分具有 
碰掩积分 为零； 比较233页脚注①. 

② 这里必须注意到等离体 压强尸 =(%+纥1 + z )7\ 而每个离子的热容是 3( I ^ z )/ 2 . 
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对于这个方程要寻求下列形式 的解: 


4 

S/i = X SA^) V yS n \ V 6y 

n ■ 0 


(59.35) 


其中 K y V ° 是张 M 分置 I /# 的线性组合，根据定义 （13. 18) 和 （58. 15), 它出现在关 
于黏性应力张量表达式中 


4 


n • I 

必须回忆起所有 <夕=0.应力张最作为积分 
予以 计算. 用 （59.35) 代入，借助于公式 

4 

+U 供 +SyS 办 ) 


(59.36) 


对 p 的方向求平均并与 （59. 36) 比较，我们求得 

2 M c , . 2 , ,3 (59.37) 

Vn = 一 ^ V )d p. 

确定函数的方程，通过将 （59. 35) 代入 （59. 34) ,并使方程两边相同张量 

的系数相等而获得.我们将省略这些相当繁冗费力的计算的细节而仅给出 
最后结果. 

不为零的黏性系数％和化，即使忽略碰撞积分时也出现，因而正比于 
i / co Br 至于黏性系数％和仏仅在高一级近似下当考虑到碰撞时才出现，因而正 
比于1/0^①： 

V 2 2 iT l /2 ( ze)W V 4 _ N,T (59.38) 

化 T 5(A/r)〜r ， ^ 3= 2" = W 

最后，可以注意到本节推导出的关于“横向”动理系数的所有表达式，即使 
在比一般公式 （58.1) 苛刻程度差些的条件下仍然是有意 义的. 容易确认只要问 
题的特征尺度远大于相应粒子的拉莫尔半径~，对分布函数的校正是很 小的； 这 
个保证了上述表达式是适用的.对于流体力学方程本身的适用性，如果压强和 


温度梯度是横切磁场的，该条件也是充分的. 

在这个讨论中，我们到处考虑的是这样的等离体，其中电子和离子温度是相 
等的.然而，因为电子和离子之间很大的质差异，时常会出现“双温”条件•在 


①对于磁旋等离体，按 （58,15) 中那样定义黏度加的适宜性，归因于所有其它系数 ty 当时于 
是趋于零这样的事实- 
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这种情况，我们也能表述流体力学类型的方程组，并计算在其中出现的动理 
系数$ 


习 


题 


1. 对处于均匀（&=0)可变电场中的磁旋电子等 离体. 在考虑到电子离子 
碰撞的情况下（洛伦兹 情况； 见 §44), 确定其电容率张量 • 

解：如 在本节开头注意到的，如果均匀电场五平行于磁场 ft (沿 z 轴），则后 
者一般不出现在动理方程中 • 因此分量 心不 依赖于 B [同时 =£ r y : = 
0. 而匕 由公式 （44.7) 给 出]. 为了求出其它分量可以认为五丄及. 

我们寻求电子分布函数的下列形式的 校正： 

S /； = (v - E)g x {v) +(»•[£ xb])g 2 (v). O) 

对于这种类型函数（比较 231 页的脚注）的碰撞积分 


CA/J =（咐 /e 


因此动理方程是 


e dbj\ df 0t 

(〜⑺ -嗔- 7 (似 x / J ) = e £- — 


Efw 


( 2 ) 


它与无碰撞方程的差别仅在于用似 代替队 将 （ U 代入 （2) 导致 对于心 
和的两个代教方程，求解此方程得到 



-ie(o> + ii^ ci ( v))/ 0e / i(o bA^ x « 1 


C T[(<o^w ei (v )) 2 -col] 


卜 


+ l ^ e .( V ) 


E 在 g • E 


(3) 


电容率张量是 


S O0 = ^O0 


让我们写出当碰撞可以认为是小微扰时，即对于频率 

\(o ±0) Be \ » v tl 

情况下的最后结果.在这种情况下可以令 

. / 、 时 0 

其中氍是〜（幻=0 时的函数 g . 于是 


①布拉金斯基 （ C, H, BparHHCKHA) 研究这个问题的论文：只 B；ieHHH nepewoca b n;ia 3 Me (等离体中的 
输运现象 ）， b cdopHHKe ( Bonpocw TeopKH tinasMbi} f eunycx 1 , AroMHsaar, 1963. 英译本 ： S. I. Bragin- 
skii, Transport processes in a plasma, Reviews of Plasma Physics，1 ( 1965) , 205， Consultants Bureau，New 

York. 
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(0) . 4 y 2^ ze 4 L c N e d ( 0 (4) 

m W2 T 3/2 <o dj 

其中是不考虑碰撞时的电容率张童.这个公式[根据对 （44.9) 的同样理由] 
不仅在洛伦兹等离体情况下有效，而且对具有任何 z 的等离体也是有 效的. 

2. 设有一个在: r 轴方向不均匀而在 z 轴方向受磁场约束的等离体.在条件 
co Be » 〜下 ，确定等离体中的密度和磁场分布，假设给定溫度分布 （ M . E . TaMM , 
1951 )• 

解： 按条件，溫度 r 和压强 p 的梯度沿 x 轴 方向. 因而电场 £：( 定态情况下 
的有势场）也沿 x 轴方向，它是由等离体的不均匀性引起的 • 约束意味着在 x 轴 

方向没有等离体的运动和电流 ： h = 0 J M = 0. 

应用这些结果和麦克斯韦方程 VxB =4 TTy / c , 通过取方程 （58. 13) 的: r 分 

量.我们得到 

c (\B . A . D dT 


对于的表达式用 （59. 17) 代入这个公式，我们有 

A ^ = 立以. ⑴ 

dxSir 2 e dx 

磁场从等离体的较热部分“被排 出”. 

通过取方程 （58. 3) 的 X 分量并忽略黏性项 （ 它作出 1/ B 的高阶小量贡献）， 
我们得到第二个方程. 


Tx 





利用同样的麦克斯韦方程可以把它变换 ( 当2 = 1时）成 


B 2 

2N C T + -— = const- 

OTT 


⑺ 


利用方程 （2) 消去方程 （1) 中的磁场，可使它变成更方便的形式 • 积分后，我 
们有 

yV r 14 = const. (3) 

* 

公式 （2) 和 （3) 给出问题的解 • 溫度分布由热传导方程确定. 


§60 漂移近似 

上一节在考察强磁场屮等离体的动理系数时，我们应用朗道碰撞积分，它假 

设不等式 ^ » a (59. 10) 有效. 现在我们将表明如何去除这个限制，即，怎样能 

够获得这样的公式，它即使对于如此强的磁场使得对电子有相反的不等式成立 

(60.1) 


r B, « a 
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的情况也是适当的. 


这时方便的是利用一种特殊近似，所谓漂 移近似 ，不仅在求解方程时而且在 
动理方程本身中都作此近似.漂移近似的适用条件是磁场和电场随时空的变化 
充分缓慢 ：这指 的是场频率出和有效碰撞频率〃必须远小于拉莫尔频率，而场 
发生变化的特征距离1 A 必须远大于拉莫尔 半径. 这些条件必须对要应用漂移 
近似的每类粒子都是满足的.在本节中，我们（为明确起见）将就电子的特殊情 
况写出所有公式（关于离子的相应公式照例通过作变换 6-， 
m — M 而获得）.因此我们将假设满足 条件： 

co , v tx «(0 Bf9 \/k » r Be . (60.2) 

所讨论的方法是以近似求解给定场 £( f ， r ) 和 B ( f ， r ) 中带电粒子的运动方 
程为基础的，这种给定场考虑到这些场随£和/•变化的缓慢性.这类场中粒子的 
运动是两种运动的组合 ：（ 以频率在“拉莫尔圆”轨道上的快变回旋与导向 
中心（简称导心，即这些轨道的中心）的慢变移动的 组合. 求解方法是将运动的 
快变回旋部分分出来并对它求平均. 

电子的位矢和速度可以写成 


r=R(t) » = V+f, V = /f t 

其中 /? 是导心位矢而（是电子相对于导心的回旋位矢① • 在零级近似下，场的 
时空变化以及碰撺都完全被忽略，我们有在交叉的均匀恒定场 E 和 B 中运动的 
简单问题.我们知道（见第二卷， §22), 这个情况下矢量（严格位于垂直于 B 的 
平面内，并在该平面内以恒定角速度= efi /( mc ) 回旋，数值上保持不变•圆 
的半径|(|与恒定速率 VI =1；1 由|(| 相 联系# 和 f 之间的矢 M 关系是 


其中6=忍/反轨道中心以速度 

^ = V 。 + W Q 

运动，其中是沿磁场的勻加速运动的速率.它满足方程 


m 



• - eb • E ， 



^^(Exb) 


是垂直于 B 平面中的电漂移速 度②. 


(60.4) 


(60.5) 

(60.6) 


① 本节中的景 V 不要与 §59 中用 V 表示的宏观速度相混淆！ 

② 当然，这里我们假设因此 , w«c, 从而相对论性效应可以忽略 • 
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从现在起，我们将应用这个近似，忽略由场 E 和 B 的非恒定性引起的项， 
即，实际上将认为这些场是恒定的.因此，将从所有量中省略掉下标 0. 

漂移近似的实质是要将动理方程变换到慢变镦及，^ = 1/1. 这些 M 共 

同构成分布函数中的五个独立变 fit . 

新变量下的相空间体积元是 

(60.7) 


d 3 ^d 3 p = d 3 /? • 2Trm 3 dv ( 


丄 


dv . = 2irwi d Rdv „ dj f 


其中引进最 


J = v 2 { /2 


(60.8) 


在以后将是方便的（至于关系式 （60.7) 的检验，必须记住在所应用的近似下，可 


以认为场是恒定的） • 

电子流密度可以通过新变最来表达 • 对于一个电子，流密度是; 
其中 r 表示空间中的变动坐标，而 G 表示电子的位矢.令和 
=/? " Hf ,我们写出 

-et;5(r-r c )« -e( V+f)[8(r-/f) - V r (r-/?)]. 

我们将这个表达式对回旋角求平均 • 利用明显关系式 


^BA(A b 1 » 


其中 《 和 0 是（垂直于磁场平面内的〉二维矢 坡下标 ，结果得到 

-eVh(r-R) x V r )5(r-/?). 

将上式乘以电子分布函数人并对 d 3 p = 27rm 3 dt ； u dy 积分，我们求得及空间中电 
流密度为®: 


人=- -专 ( 60 . 9 ) 

这个表达式中第一项对应于随运动拉莫尔轨道的电荷传递；而第二项考虑 
到粒子在这些轨道上的回旋②.这个第二项具有简单物理 意义： 如果将它写成 
cVxM 的形式，则矢缺 

( 60 . 10) 

将是由于电荷回旋引起的等离体的磁化强度.磁矩 （60. 10) 不依赖于电荷的正 
负号，并且是沿着与磁场相反的方向，即，对应于抗磁性 


① 在第二项中应用分部积分法，它将算符转换为 

② 注意到电荷密度 - e 5( r - r e ) 的类似求平均导致通常表达式 -e 归因于粒子回旋的校正 

项仅当考虑到二阶小贵（相对于坐标的二阶 导数） 时这里才会出现- 
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现在让我们将动理方程变换到新变量.因为分布函数人与如前所述同样的 
相空间体积元有关（只不过表成不同形式 （60. 7 ))，动理方程仍然具有形式 
d/ydf = C (/ J , 或者将左边利用新变 M 进行展开， 



dt 



dR i 


^f(Exb) 




dR L 


C (/ e ). 


(60.11) 


其中我们曾引用关于矢量分量的一个明显记号，并利用了等式 （60. 5) 和 


(60.6). 在这个近似下，没有含的项，因为在漂移期间〃，并不变化. 

其次，让我们将碰撞积分用漂移变量来表 达①. 首先注意到用这些变量表示的 
碰撞事件是速度 〃，和 ^以及导心位矢垂直于磁场的分量的“瞬时”变化. （ 至于 
平行于磁场的分 M 则几乎等于粒子本身的相应坐标而在碰撞中不改 变). 

碰撞仅发生在这样的粒子之间，它们在碰撞参 M p 不超过屏蔽半径 
a ( p ^ a ) 的情况下 通过. 如果 p 远小于碰撞粒子的拉莫尔半径，则磁场对散射过 
程没有任何影响，因为在这样的距离，场不会对粒子轨道引起任何可观的曲率. 
对于这样一些碰撺采用溧移变 tt 的术语进行描述一般不是出于自 然的. 应用以 
这些变景所表达的碰撞积分因而仅当至少一个碰撞粒 子的〜 « a 时才是适 


当的. 

在粒子的库仑相互作用下，不管有或没有磁场存在，远距碰撞，因而所有变 
ft 的微小变化，是重 要的. 所以§41中所给出的 p 空间中碰撺积分的推导，因而 
在变量 =( X , Y ), v ^ , J ( 具有 z 轴沿磁场）空间中仍然有效，如果现在我们将 
动 tt 的分景用四个变，•/}来代替，并将…了解为这些变 
量在碰撞中的变化. 

于是仍然可使碰撞积分成为下列形式 


4 

= - X 

k s | 


dS k 


^gk 


Ss ds || Ssj 

dK ± - dv 、一 dj 


(60, 12) 


(根据定义，流 h 仅在垂直于 B 的平面内才有分 M ). 这里重要的是，变 最心空 
间中的体积元简单地归结为它们的微分的乘积；因而碰撞积分具有寻常散度的 


形式.§41中所给出的推导过程仅需略微改变.首先，写下 （41.2) 时我们曾根 
据动坫守恒，应用了 = -△，的事实.对于这里所考虑的漂移变量，当然 

没有任何这种关系 • 重复没有这个假设下的推导，我们求得（例如，对于电子离 


子碰撞） 

f 卜九嗦♦九〉人篆卜，（ 6 °. 13 ) 


①用漂移变 M 来表达碰掩积分是由栗弗席兹 （E.M./hi4>imm(1937)) 对电子气体完成的，而由别里亚耶 
夬 (d 1955)) 将结果推广到等离体 ♦ 
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其中 d 3 Pi =2 irM 3 dy i dt ； i|| 是碰撞中量的变化，而角括号〈 > 表示对碰撞求 

平均. 

(60. 13) 的推导中一个重要之点是同时利用了在碰撞积分中对换初态和末 
态的可能性，对换后的线性项显然 相消； 此外，这也允许积分要对整个 g 空 
间进行.在 §41 中这个变换是依靠时间反演对称性实现的，后者将元碰撞与元 
逆碰撞的概率联系起来.有磁场时，这样的对称性仅当场 B 的方向反转时才存 
在，因而是将基本上不同的场中的碰搶概率联系起来.然而，我们在下文将看到 
在这个情况下通过对碰撞参*积分可使时间反演对称性恢复. 

最后，在 （60. 13) 中我们曾应用下列事实 ：仅当 拉莫尔彼此间以不超过 
屏蔽半径 a 的距离通过时才发生互散射.假设分布函数在这种距离上仅有稍微 
变化，我们近似令 /；(&,&■ ，•/ J 并对 积分. 结果在 （60. 13) 

中仅剩下对 d 3 Pi m 积分； 而对碰撺的求平均包括对位置&的积分.在下面的实 
例中，这个求平均将通过适当的散射截面来表达.目前我们将仅仅指出，平均值 
〈 A & A 乃，>为零.正如由下面事实所肴到的 ：乘积 (以 
及同样以代替 AJ ) 在叮平面形成一个矢因为拉莫尔圆在该平面没有任 
何从尤方向，对这个矢量求平均时结果必然为零. 

以漂移变 M 表示的碰揀积分，它的一个重要性质是，当将它包括在动理方程 
中时，对于用分布函数表示的（寻常空间中）粒子流的表达式发生改变.为了看 
出这个，我们将动理方程写为 


a/« ^ d( V/J a 

-+ — - -- - 

dt dR ± 


dv 


( V ||/ e ) 


as 


zz — 




(60.14) 


dR, dv 


dj 


， …丄 w 嫌 

(因为假设 B 和五恒定，可将 V 取至微分号内）.这个方程对 d 3 P 的积分得到 


dN 


e 


dt 


f ( V/*+1 丄 ) d 3 p =0, iV c = jV e d 3 p, 


(60. 15) 


(其中为了简洁，省略了对电子变最的下标 e ;' 是拉莫尔圆的空间数密度，因而 


由（％)所作用的表达式是这些小圆的流 密度. 我们看到，寻常表达式 | V / c d 3 p 


上还增加了碰撞项这项基本上是横截磁场的扩散流.在这个描述下 

(与扩散的寻常描述大不相同），它直接出现在动理方程中. 

笃应用这些表达式时，当然，我们必须考虑到电流密度是与实际粒子流有 
关，而不是与小圆流有关这个事实.按照 （60.9), 粒子流与小圆流相差一个描述 
磁化的旋度项.因此对于电子流密度的最后表达式是 


人= • _ 专 Vx (^|/ e / d 3 /))- (60. 16) 

表达式 （60. 13) 的意义，仅当算出其中的平均值后才能正确评价.我们将指 





出，对于电子离子碰撞中电子积分的例子，这是如何完成的. 

在碰撞参 Mp 的值由下列不等式 

l)p«r Bc , D) r Se «p« a ( 60 . 17 > 

所规定的两个不同范围，计算是以不同方式完 成的. 注意到对参贵 p 的积分将 
具有对数性质，如通常对库仑散射那样.以对数准确度，没有必要区别强 
( >>) 和弱 （ >) 不 等式. 因而范围 （60. 17) 基本包括碰撞参量的整个变化（根据 
(60. 1), 当然假设 rae << a ). 对于范围 I 的存在，还必须 


» p mi „ =從 2 /( mv 2 n ) , 


( 60 . 18 ) 


其中 p min 是散射角变成〜1的碰撞参 ft (这里我们仅考虑准经典情况»1). 

同时还将认为 r fii ^ a . 于是，对于所有碰撞参量碰掩过程中）磁场对 
离子运动的影响是不重 要的： 离子路径仅在距离〜 p 受到场的影响而略微弯曲. 
同时（在极限 m / Af —0) 可忽略离子反冲，即，对所有离子特征变撖 R ± ， t ^ ，/的 
变化取为零①.于是 （60. 13) 中大括号内的第二项变为零，所以电子流的电子离 
子碰撞部分变成 


M 〈 AA \ A \〉 形成横截场方向的空间张 M ， 我们写成明显横向形式 

〈△W = y <( A /? 1 ) 2 )(5 0 ,-6 a 6 /? )； 

于是电子流 （60. 19) 变成 


(60. 19) 


(60.20) 


其中▽丄 - ▽,) 是横截办方向的微分算符. 
对于“速度流”的表达式类比于 （60. 19) 是 


(60.21) 


(ci) 


((Av„) 2 ) 



(ei) We 

dv . 


(Av n AJ ) 


d /,\ 
—% 
dJi 9 


(60.22) 


yv ： 




在平衡时，即，对于麦克斯韦分布 


e 


const 


• exp I — 


T \ 2 


)}• 


(60,23) 


碰撞积分必须为零 • 将 （60. 23) 代入 （60. 22) 并令流等于零，我们求得 


①如果有碰掩参 S 使得就不能这样做 • 在这种碰撺中，离子在电子的场中漂移，而其 
大质傲显不出来. 
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( Av , A 7) (e,) = - v x (( Av „ ) 2 ) (e，) = 一丄 〈（ AJ ) 2 ) 


(ei) 


(60.24) 


让我们首先计算来自范围 1 的贡献 • 在这个范围可以认为磁场一般不影响 
散射过程，因为在这种距离无论对离子或电子的路径都没有可观 曲率. 于是描 
述碰撞的自然变量是电子的寻常动量 P ， 而漂移变量也必须用这个来表达.根据 
(60.3),(60.4) 和 （60.8) 有 


R — 


ma ) 


(bxpj ， 


v i = 


P 


2 

2 m 


因为粒子的坐标 K 不像轨道中心的坐标及！），不受碰撞的影响，因此我们求得 


A /? ,= 


ma ) 


{b xq t ), Av t = 


q 


A 7 = —p ± - q 


(60.25) 


Be 


其中 g 是动 ttp 的小变 化. 

用下标 I 表示来自这类碰撺的贡献，现在我们写出 


<( A /? j 2 > ( r 


2 1 f 2 

( A 及丄 ) vda = 2 —兮丄 vda 9 

m < o Bc J 


(60.26) 


其中 d (7 是对于一个电子被一个静止离子散射的截面.用（ 4 1.6)给出的 do * 并 
完成积分得到 




2\(ei> _ 


8irz 2 e 4 L l 1 + cos 2 0 

2^ 


(60.27) 


其中 (9 是 r 和 6 之间的夹角，而 


L 


ln ^ = ln ^ 


(60.28) 


ze a ) 


是在最大碰撞参量（范围 i 的上限）处“截断”的库仑对数.最后，用漂移 
变童来表达这个结果，我们有 




Sttz 2 e 2 c 2 L 


(60,29) 


B 


2 


27) 


3/2 • 


类似计算给出 


< Av „ M ) \ ei) = 


8 irz 2 e 4 L , 


知 ■ 


(6( K 30) 


m 2 ( v \ + 2 J ) 3/2 * 

而其余两个 W 由 （60.24) 予以 确定. • 

现在让我们转向范围 n . 这里漂移变量恰好是自然变量，而碰撞被描述为 
离子为静止的库仑场中，沿6方向“轴方向）运动的一个小圆的漂移偏差•速 
率^因而 J 不会由于凛移而引起改变 •，这 又意味着〃,的守恒，因为受重离子散 
射中能量守恒 • 因此范围 n 对量（60.2 4 )没有任何 贡献. 

对 〈（ A /^) 2 〉 的贡献可计算为 



((AI?,) 2 >D d) = f( A#? i ) 2 h|, l d 


( 厶 /^)” 〜 |d 2 p, (60.31) 


其中 P 是碰撞前小圆中心的位矢的值.当小圆在恒定均匀磁场 B 和恒定电 
场 £ = e 2 i ?//? 3 (离子的场）中移动时，的变化由漂移方程 


6 R 

~dt 


zee 


b xR 




(60.32) 


〈（ A /? J 2 〉 


(60.34) 


确定（见 （60.6)). 在一级近似下，我们可在这个方程的右边令 = 
v ". 一次碰撞中的总变化通过相对于 （从 - 《至《积分而求得，结果是 

_ 2zec bxp (60.33) 

△心一^7 〆 • 

将这个表达式代人 （60. 31) 并完成积分（以对数准确度，相应于范围 n 的极限）， 
我们求得 

iB =lnA (6034) 

贡献 （ 60. 29) 和 （ 60. 34) — 般是相同数童 级： 

^(( A /?,) 2 ) 4乂， 

其中〜是平均电子离子碰撞频率 • 然而，贡献 （60. 34) 的特点是当0时它 
变成无穷，而无论什么 h 的值. 这个发散性的物理意 义是： 当速率、小时，小圆 
在离子场中花费的时间较长，在此期间深移把它带到较大距离处. 

当然，实际上当、小时公式 （60. 34) 变成不适用，因为下列种种 理由： 
(1) 如果>>〜则对|1； | 1 << %,离子在碰撞期间能离开电子，这个机理在 
| i >, | 〜％处“截断”发散性； （2) 在推导该公式时，总是假设 | « P ; (3) 由 

于在其它粒子（三体碰撞）的场中漂移，小圆能离开给定 离子. 

上述公式解决了在漂移近似下构造动理方程的问题.特别是，它使我们能 
在对 1/ B 开始不为零的近似下求得等离体的动理系数（见题1 ). 

最后，还有必须解释对 d 2 p 的积分如何在形式上恢复时间反演下的对称性， 
如在写出 （60. 13) 时早已应用 过的. 这个对称性的丧失由 （60. 33) 中当 B 的方 
向反转时偏差变号所显示.然而，通过积分变量的变号 P —- P ， 可以恢复 
原先的正负号，以致沒的变号在这个近似下不能有任何影响（在范围 I ，磁场决 
不会影响散射过程）. 


习 


题 


1. 在漂移近似下，确定等离体的霍尔系数％和横向电导率 Cjl ( C . T * 
Be/ifieB ,1955 ). 

解：考虑具有电子密度梯度（但没有任何电场或溫度梯度）的等离体，我们 


• 246 • 


第五章磁场中的等离体 


假设 （60. 16) 和 （60. 21) 中的分布函数人是麦克斯韦分布，得到 


cT 

¥ 


(bxVN c ) +eD x V ± N c 


橫向扩散系数为 


D 


T 


〈（△及丄） 2 〉， 


其中物理量上横线表示对电子的麦克斯韦分布求平均.与一般表达式 （58.13) 进行 
比较，我们求得以前在1/及的一级近似下对•^的表达式 (59. 8). 在高一级近似下. 

a L ^T/(e 2 N t ^ 2 B 2 D L ). ⑴ 

在范围 II ( 见 （60. n )) ， 我们采用 （60.3 4 ) 的 〈（厶 /^) 2 〉.在对数准确度下有 


^ = (2^) / exp 


mv # ^ dv ^ 


2 T 


2 


( 


1/2 


2 ttT 


In 




其中 v ram 由本节末尾所述机理之一 确定， 例如，令 t^ in ~吆，我们求得 

置 (2nm) w2 z 2 e 2 c 2 N M a 

D . - 二 ~:- In — In 


( 2 ) 


T X /1 B 2 


R 


Be 


类似地.采用 （60.27) 的 〈（ A /?,) 2 〉 我们求得范围 I 对扩散系数的 贡献: 

4( 2 irm ) W 2 z 2 e 2 c 2 N [ 


D 


3 T W 2 B 2 


In 


mv 


26 0 ) Be 


(3) 


如果假设与 （60. 1) 相反的不等式 （59. 10) 满足，则范围 II 并不存在，而 （3) 
中的对数由其寻常库仑值（ 4 1. 10) 所 代替. 于是将 （3) 代入 （1 ) 给出对于的 
公式 （59. 15). 

2. 确定对电子和中性原子之间碰撞的横向扩散系数 

解：由 于电子原子碰撞是短程的.这里仅有范围 I ，其中 a 要理解为原子的 
大小①.公式 （60. 26) 仍保持有效，但是我们现在必须在其中用电子受中性原子 
散射的截面代入.对角度积分后，用对于这个散射的输运截面 a *, 表达为 


D 


N 


尺丄） 2 > 


N 


a 


4 




2(0 


(7 


Be 


其中％是原子的数密度.对输运截面 <7,不依赖于电子速率的情况，在对麦克斯 
韦分布求平均后我们有 

2 T \ 3/2 / V a a 


D 



Be 


①关于碰撞积分 （60. 12) 的适用性也许有些疑问，因为对于短程势的散射，当然，它的发生具有敗 
射角为1的最级.然而，容易看出，在这个问賊中，仅需轨道中心位背的改变 A 尺 i 远小于电子密度变 

化的特扯距典；这相应于横向扩敗方程适用性的条件（比较§ 59 末 电）. 



A/r % ■■A , 

第八早 

不稳定性理论 


§61 束不稳定性 


根据 §34 的结果，在均勻无界介质中，波矢为々的微扰的振幅（当 t —* 时) 


具有渐近形式 


e ， ⑴、 


(61.1) 


其中 WU ) 是波在介质中传播的频率 • 特别是，对于等离体中的纵波，频率 


0> U ) 是方程① 


e y {(o ,k) =0 


(61.2) 


的根. 

频率⑴ （ it)- 般是 复数. 如果虚部 Im - y <0, 微扰最后被阻尼.然而， 
如果在々的某个范围 y <0, 这种微扰 增长； 介质对该波长范围的振荡是不稳定 
的，于是1 y 丨称为不 稳定性增长率 • 我们应该立即强调，提到微扰（按 
exp ( | y | f )) 的“无限”增长时，这里和随后我们总是仅考虑线性近似下的行为. 
当然，实际上，增长受到非线性效应的 限制. 

在无碰撞等离体中，频率的虚部归因于朗道阻尼.等离体的热力学平衡态， 
相应于熵的绝对最大值，对于任何微扰都是稳 定的. 然而，在§30早已注意到， 
对于等离体的非平衡分布，振荡能最的吸收可由放大所 代替. 这由下列情况所 
表明： 出现独立变量灸和 w >0) 的值的范围，在此范围电容率的虚部是负的， 
e \( co , k ) <0. 然而，必须强调，这种范围的存在本身并不一定意味着等离体是 
不稳定的（无论如何在线性近似下）；等离体振荡谱的任何一个分支实际上也必 
须落在这个 范围. 


①注意到对于各向异性等离体，这个色散关系指的是准纵向“慢”波（见 §32). 
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通过静止等离体的定向电子束，提供了不稳定性的一个特例 （ A . M . 
Axne 3 ep ， H . B - C > aHH 6 epr , 1949 ； D . Bohm , E . P . Gross ， 1949 ). 假设电子束为电补 

偿的•.等离体与电子束中电子电荷密度之和等于等离体中离子电荷密度.系统 
是均匀的和无界的，8卩，电子束和等离体扩展至整个空间，而电子束的定向速度 
V 到处相同.我们将认为速度 V 是非相对论性的. 


让我们首先假定电子束和等离体都是冷的，即其粒子的热运动可以忽略. 
关于这点的必要条件将在以后予以阐明. 

在电子振荡频率范围，等离体-电子束系统的纵向电容率具有形式 





e 


n 


o ) 2 ( a ) - k • V ) 


(61.3) 


右边第一项相应于静止等离体; ^ = (4 w 2 '/ m ) 1/2 是相应电子等离体频率•第 


二项归因于束电子.在随束运动的参考系 C 中，束电子对& - 1的贡献是 

- （/ T / V ) 2 , 其中 o / 是在该参考系中的振荡频率，而 =( W ^ e / m ) l/2 (^ 
为束中电子密度）.在回到原参考系 K 后，频率 W 要由 




• V 


(61.4) 


代替，而我们得到表达式 （61.3)0). 

我们将认为束密度，在下列意义上 

« N r (61.5) 

为很小，因而 « a . 因此，束的存在仅略微改变等离体纵向振荡谱的主要分 
支，即，色散关系 a 的根，对此〜然而，由于束的存在，除这个分支之 
外，还出现新的分支，现在我们必须考虑. 

为了使具有分子小的项不会从色散关系 

n t2 c 

(O + (Oi — 灸 . V ) 2 " 

中消失，这个小的程度必须由分母很小予以补偿.因此我们寻求 
形式的解，其中 S 很小.于是方程变为 

Jk - V ) 2 + "^" ~ , 

由此 


(61.6) 
(o =k • V +S 

(61.7) 


n\ 

土 [1 _ (n/k ‘ v) 2 ] iT2 


(61.8) 


①关于频率的变换律容易通过变换波的相因子而求得，参考系1中一点的位矢是 r '= r - W . 因此 

k 9 r - (ot -k ^ - (w - k * V) / = A • r’ - (o r t. 



条件 6 «k • V 要求 A • VI 不能太接近 /2 e . 冷等离体的假设要求遵守条件 

，因此在目前情况下意味着想必 << V : 束的速率远大于等离体电子 
的热速率. 

如果 （I V ) 2 >戊，则两个根 (61.8) 都是实根，而振荡并不 增长. 然而，如果 

(k - V ) 2 < Sf e , (61. 

8 的两个值是虚量，而其中之一 Im ^=Im 5>0相应于增长振荡.因而系统相对 
于具有充分小* • V 值的振荡是不稳定的 - 

当考虑到等离体中电子的热运动时，出现不同 情况. 在一般情况下，代替 
(61. 3) 我们将有 


(d),k) 


(pi) 


( a > % k ) - 


-k - V ) 2 ’ 


( 61 . 10 ) 


其中"厲于在没有电子束的情况下的等离体 • 利用同样方法求解方程 A =0, 
现在我们求得 

(6i. in 


s - ± 


[sr(k-v 9 k))^ 

由于朗道阻尼 ，（ 对任何总具有虚部.因而 s 总是复最，而根据 
(61.11) 中的双重正负号，对于振荡的一个分支 Ini 6>0， B 卩，这些振荡是不稳定 
的. 转向很大的 V ，对应于前面所讨论的冷等离体情况，归因于朗道阻尼的 Im A 
部分变成指数型小，而我们回到 （61. 8). 

在上述分析中，忽略了束中电子速率的热扩展 • 如果热速率的 M 

,」山， (61.12) 


« \d\/k f 


这种忽略可证明为正当的. 


习 


题 


1.对 A ： • V 接近于的值，确定冷等离体中束不稳定性区域的界限 • 

解 ：对于 U • V ) 2 - 汉的很小值，方程（ 6 1. 7 )的准确度不够 ♦ 在方程4=0 
(用 （61. 3) 的& ) 中保留5的高一阶项，我们得到 

n r l fit 2 / f r s 2 ( k - v - n e ) 2 d 

_〜 1 _ 一 . __ c - - - - + - 

7 〜一 （々 • v) 2 ( 々 • v) 3 n e n: 

引用下面所定义的新变量 f 和丁 

I . J/3 s ^ \ 1/3 

，”(硬） （ m )， 

我们将上面的方程化为 
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(为明确起见认为々 • V 接近于+仏而不是- /2 J . 如果7>^,方程（1)的所 

有三个根都是实根，这确定不稳定性区域.其中两个相应于 （61.6) 的两个根，而 
(当仏 s/r • V 时）接近于它们的另一个相应于静止等离体的振荡 频率. 

2. 在与（61， 12) 相反的条件下，研究速度具有热扩展时束的稳定性. 

解：在 所规定条件下，振荡谱中束分支不存在.至于等离体振荡的主要分 


支，则小密度束的存在对其频率的实部影响很小，后者（在<< A 时）仍然由 


公式 （32,5) 给出: 



而阻尼率 y 由等离体本身的阻尼率和由束的阻尼率之和 给出. 根据 （31.7) 我们有 


y 



8 


( kv r ) 


3 


exp ( ~2 


CO 


2 


(^ re ) 


2 


rrUoj-k ， v) 


(O)-k - V) 


exp 


(kv f Tr y 2{kv f u y ■■- (2) 

不稳定性区域由条件 >0 确定. 为此在所有情况下必须有 A : . V >6>. 最大 
增长率将是在 S = 在这个范围， （2) 中第一项是指数式小（由于 

a e >>*1^) 因而可以忽略（仅当不太小时）.于是阻尼率 y 将仅由第二项给 
出 ：我们 注意到，它正比于束密度 

3. 双溫等离体 （ r e >>&) 中，电子组分以宏观速度 k 相对于离子运动，而且 


vcct 、， 研究其中离子声波的穗 定性. 

解： 在条件 [<<1^ 下，电子的定向运动对离子声波的色散关系只有一点儿 
影响.这个色散关系还是由 （33.4) 给出： 

<o 1 

/b "i M j (1 +fc 2 a 2 e ) ,/r 

阻尼率的电子部分通过变换 （61.4) 由 （33. 6) 求 得为： 

, V 卜 2 

不稳定性条件是 A : • V >0>; 为此我们必须总有 V > ( O/L 在不稳定性极限附近, 
(4) 中因子灸 • V - 似很小，于是可能必须考虑到 y 中阻尼的离子部分，它在寻常 
条件下 很小. 


(3) 

(4) 


§62 绝对不稳定性与对流不稳定性 


如果色散关系具有 w 上半平面的根，意味着平面波形式的一个很小初始微 
扰将增长，即相对于这种微扰系统是不稳 定的. 然而实际上，任何初始微扰都是 
在空间具有有限广延的“波包”，而平面波仅是其个别傅里叶分量.随着时间的 
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推移，最后波包“扩展开 "，而 （在不稳定系统中）其振幅增大.同时它像任何波 
包那样在空间移动.这里有两种可能性- 

一种情况下，不管波包的运动，微扰在空间任一点都无限制增大.这称为绝 
对不穂定性. 另一种情况下，波包运动如此迅速，使得当时在空间任何固 
定点微扰都趋于零，这称为对 流不穗 定性. 

我们必须立即强调，这个差异是相 对的； 因为不稳定性的性质总是相对于某 
一个特殊参考系予以定义，而在不同参考系中这个性质可能会改变：一个不稳定 
性，在某个参考系中是对流性的，在“随波包一起”运动的参考系中变成绝对的， 
而一个绝对不稳定性在允分快地“离幵”波包的参考系中会变成对流+稳定性. 

然而，这种状况并不意味着两种类型不稳定性之间的差异没有任何物理意 
义，在实际问题中，总有一个实验上从尤参考系，不稳定性是相对于该参考系予 
以讨 论的. 容许认为一个物理系统为无限广延的，并不排除它实际上具有（例如 
器壁这样的）边界的事实，这种边界构成“实验室参考系”.而且，系统的实际有 
界性可能导致这样的结果，在对流不稳定性中微扰在波包被（例如管中液体流 
动）“带出”系统边界之外前一般可能来不及发展. 

下面所阐述的理论，它导致建立区别两种类型不稳定性的判据，是很一般的 
理论①.问题可以是关于任何均勻和（哪怕在一个方向 U 轴方向 ）） 无限的系 
统.因此这里我们将不具体规定介质和其中微扰的性质，将后者用 某个* 

表示. 并且仅考虑一维波包的 情况. 如果问题是关于三维系统，这意味着所考 
虑的微扰具有形式为 ^ 

其中 <和 乂是给定的. 

m 

让我们将表达成相对于时间从 £ =0 ( 微扰出现的瞬间）至 t = 00 的单 
侧傅里叶展幵.这种展开的傅里叶分景将用幻表示： 

= J i)/(t ,x) e xtoi dt, (62.1) 

o 

我们以后必须考虑当时增长的微扰.我们将假设（例如事实上发生的）这 
个增长不比按某种指数增长 exp (〜 0进行得更快 • 于是积分 （62. 1) 可以通过 
认为是具有 〖m 0>=0*>心的复£1而使之收敛.在这个区域作为复变 
M 似的函数没有任何奇点.然而，在 1 m 的区域4(勿，幻要当作解析延拓 

来处理，当然，它在这个区域有奇点. 

对于函数^)，通过其傅里叶换式的反演表达式是 

①这种判据是由斯图罗克 （ P . A . St U m » C k (1958>) 建立的.下面给出的表述应归于布里格斯 （R J ， 
Briggs (1964) ) ，我们在§ 62— § 64 中主要将仿效他的分析. 
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+ ICT 




(p((o,x) 


d(o 

2 TT f 


(62.2) 


其中 


，因此 （62. 2) 中的积分围道（我们将称之为 ㊉ 围道）从 w 上半平面中 


函数 Ww ， 幻的所有奇点上面通过. 

函数 w a 幻同样也能相对于坐标欠展成傅里叶积分 


(p(iO y x) 

(为简洁起见，省略纥中的下标）. 


ikx dA ： 

2 tt 


(62.3) 


函数在每个特定情况下是通过求解所涉及系统的线性化“运动方程 


而获得并具有 形式: 


(62.4) 


,(.) _ (62»4) 

其中由初始微扰确定，而函数是等离体本身的特征（例如，对于等离 
体来说，动理方程起“运动方程”的角色 3( 结果证明是等离体的纵向电容 
率，而则通过公式（3 4 . 12) 借助于初始微扰的傅里叶分量予以表达） • 

我们将认为为复变 ft o > 和 A 的函数，对于这些变量的有限值没有任何奇点, 
即，“ 是它们的整函数①.因此淖!；>的所有奇点都是因子 VdbA ) 的奇点 • 方程 

M<o.k) =0 (62,5) 

是系统的色散 关系. 它的根确定具有波数&的给定（实）值的振荡频率. 
如我们在§34中曾经看到的，正是这些频率确定具有给定 / c 值的微扰的傅里叶 


分量随时间变化（当 


时）的渐近形式: 


0*(0 


( k)t 


io>. ( 4)1 ♦ o^(4) 


若由此出发，则寻求空间给定点微扰变化的渐近形式会要求研究积分 




， u) 


(k)t _ikx 


dA ：. 


( 62 . 6 ) 


存在不稳定性情况下，当 &值 的某个范围有 ( o n { k ) >0时，被积表达式中的一个 
因子当时无限制地增大，而另外一个则渐渐变成迅速振荡的 函数. 这些相 
反趋势使得难以估计这个 积分. 

作为替代，在实现对 cu 的积分之前，让我们回到关于表达式少 G ， 幻的形式 
(62.2). 我们将围道向下移动直至它“挂附于 >(〜太）的第一个（最髙的，即 
具有最大 w " 的）奇点；令这个点在 w =%(将变得很清楚的是％不依赖于 $) ♦显 
然，积分的渐近值由该点邻域确定，因此 


①为此，在任何情况下必须使初始波包在空间充分快地（比 exp ( - a |* I )快地)减小. 
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({/(t ^x) oc e " = exp (- \(o[t + (x) 9 [t). • 

如果 < >0,微扰在任何固定点 X 都增大，即不稳定性是绝对的，但如果 < <0,微扰 
在一个固定点趋于零，即不稳定性是对流性的.因此所寻求的判据归结为叫的确定. 
函数史（0，幻由积分 （62. 3) 给出，其中用 （62.4) 的 

Siok ikx (62.8) 

A(w]k) C 2 ^* 

因假设 为& 的整函数，则被积表达式（作为复变童&的 函数） 的奇异性位于 

的奇 点处； 这些通常是极点，即方程（62.5)的根々（似）. 

设对0的某个值 ( a 围道上的一点），具有充分大的正虚部/=〜令奇点位于 
图22所不的 / c 平面内 :一些 在上半平面而另一些在下半 平面. 设 （62. 8) 中相 对于& 
的积分围道（我们称之为&围道）沿实轴通过.我们现在逐渐减小^来修正冰奇点 
(在 A •平 面）移动而对某些0值可能达到实 轴①.这些⑴ 值还不是函数的奇 
点:通 过下列方式来 移动& 围道以便从已经越过实轴的奇点邻域去除它是没有任何 
妨碍的，如图 22 b 中所示.然而，如果两个移动奇点接近到一起并将积分围道被紧夹 
于两者之间，从而消除了将这个围道从其邻域去除的可能性（图 22 c ). 




图22 

因此确定不稳定性性质的 w 的值，是从那些值中这样选取的，使得色散关系的 
两个根碰到一起.同时唯一要考虑的是使得两个根从&围道的相反的两边逼 
近这样的情况;换句话说，当 cj ^ O 时这些根必须位于实轴两对边.顺便提一句，注 


意到 o > t 的值必须不依赖于； c , 因为它们是由函数1/以0 J ) 的性质唯一确定的. 
当方程的两个单根重合时，形成 一个二 重根，在其附近色散关系是 


A(co^k) ^ (o> - 


C 


M 

6(0 


c 


+ 今 (k-K) 


2 




(62-9) 


①对于不稳定介质的情况，奇点必须达到&的实轴而0/>0,至少对6/值的某个范围.因为肯定有 
k ) = o 的根对实 （ 使得 〆 > o . 
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因此 b / c c oc ±( o >- o > c ) ，/2 < D . 注意到在点 0) = A ，函数似 U ) 满足条件 

_n (62. 10) 

dr。’ 

即，是解析函数 WU ) 的鞍点. 

在点& 的邻域取的积分 （62. 8) ，准确到相差一个恒定因子，具有形式为 

+， 幻 。 c ^^; (62.11) 

^/o) - (O c 

因此函数在 w =0> t .具有平方根 极点. 积分 （62. 2) ，现在在点0> =0>。邻域 
求积，作为 《和* 的函数具有下列 形式： 


中 （ t ， x ) 



(62. 12) 


(因为这个渐近表达式是对 £— oo 和对固定％推导出来的，它仅当<< 
I ^ Ml 时才有效）. 


虽然色散关系的根的重黉是函数 p ( o ;， 幻的奇点的主要来源（并且正是它 
通常确定不稳定性的性质），还可提及另一类型奇点，它出现在这样一个频率, 
对此频率色散关系的根 — w ②.然而，这样的频率％的虚部实际上总是负 
的，因而显然不能导致绝对不稳定性（如果 <为正，所考虑系统相对于无限小波 
长的振荡会是不稳定的）.后面我们将碰到这种情况（见 （63. 10)). 

如早已强调过的，在一个参考系（实验室参考系）是对流不稳定性，在另一 
参考系中可能是绝对不稳定性.让我们寻求参考系的速率 h 在此参考系中不 
稳定性是绝对的并且具有最大增长率. 


从实验室参考系变换到以速率 V 运动的参考系可通过在所有公式中作变 
换 < o -^( o - kV 而实现.如我们上面看到的，值％对应于当在围道上 〆 减小 
时 J 平面中函数 1/4( 的两个极点重叠的瞬间，而这些极点必须从实轴的 

相反两侧逼近，以致其中一个必须首先穿过该轴.令表示对于实&时"的 
最大值（不依赖于 V !).因为显然小于极点穿过实轴时 〆 的值，对于 
所有 V 我们就有这意味着如果极点在实轴上 /( 幻的最大处 
重叠，就达到的最髙值.在 （62. 10) 中用 wU ) - W 代替 o > U )， 并分离方程 
的实部和虚部（对实 W ，我们求得两个方程 


① 在某些情况下可能有更大数目的根重合，形成高阶多重根.然而，这类情况一般仅对系统参世的特殊值 
才出现，因为它们对点％人强加附加限制 :在以 0^) 的展幵中，除 （ M / dAr ) e 之外的某些其它系数必须为零. 

② 这种根导致函数 Wa ;，*) 的本性奇点.例如，若 — ,按 A " == C ( W -%), 奇点邻域对积分 
(62.8) 的贡献是 

(p((o 9 x)ccexp[ 1X x'ii/i.1 • 

I [ C(w-(o r )] 』 
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(62.13) 

dk - 0, 

^ (62.14) 

因此不稳定性的最大增长率由作 为实& 的函数的 o / U ) 的最大值给出.参 
考系的速率，在此参考系中这种不稳定性出现，由导数 dojVdk 的相应值确定 • V 
的这个值自然地可采用来定义对流不稳定性介质中波包的群速 • 

§63放大性与不透明性 

迄今为止，我们分析了关于某个初始瞬间具有规定空间变化的微扰，随时间 
发展的不稳定性问题.这种微扰的傅里叶展式包括具有波矢 * 为实值的分童， 
它们与时间的依存关系由频率予以确定，这里 o >( 幻是色散关系的复根 • 
然而，关于不稳定性问题还有另一种可能的提法，其中我们考虑在某个空间 
区域建立起具有规定时间变化的一个微扰 • 这种微扰的傅里叶展式包含具有实 
频率的分量，它们在空间的传播由波数 fc ( o >) 予以确定，这里 Mw ) 由求解色 
散关系（这次是给定 W 求 o 而得出；相应地，波数（而非频率）是复数（如在上节 
中那样，我们考虑一维问题，因而写 Ask 来代替波矢 I ) 

波数是复数的事实可有各种含义 • 有些情况下它可能只不过意味着有关波 
不能在介质中传播（不透明性）；另外一些情况下它可能意味着当波从波源传播 
出时被介质所放大（放大 性）. 我们 必须立 刻强调 1 m A 的正负号显然不能成为 
区别这两种可能性的 判据： 波可以在正的和负的 x 方向传播，而传播方向的改变 
等价于 &的正 负号的 改变. 

物理上很明显的是，只有不稳定介质才能够具有放大 性质. 因此，例如，预 
先很清楚的是，对于等离体中具有色散关系^ =汉 + d 2 的横电磁波（见§32, 
题 1) ,在频率 w <仪时有不透明性，因为这时 Ww ) 是 虚数； 实际上，这个方程所 
给出的函数 o >(/ c ) 对所有实 fc 都是实数，所以系统显然是稳定的. 

为了问题的严格表述，让我们考虑关于坐标％的一个点源（或所谓信号 ）• 
它在 t = 0开始，从而产生一个单色（具有某个频率％的）微扰 < A ( 系统对信号的 
响应）.于是点源强度是 

g(t,x) =0, 当於 <0， (63. 1 ) 

g(t 9 x) = const • 5(«) e" , 当 f > 0. 

对于微扰的物理本质以及同样这与源 强度# 的物理本质之间的关系，我们将 

不作具体 说明. 唯一要点是微扰的分量通过其源由下列形式的表达式 

/A/ ,、 (63.2) 

予以确定.这种表达式是由系统的非齐次线性化“运动方程”推导得出的，在其 
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中 g ( t ， x ) 充当“右边”（正如（62.4) — 样，是具有初条件由函数奴0，；0所规定的 
齐次方程的 解）. 对于源 （63. 1) 有① 


g^k 


于是函数由反演公式求出为 


i//(t ， x) = const 


const 


i( 


)• 


\a 


<P{(o,x)- 


\a 


do ) 

i(o) - ) 2 tt 


(63.3) 


(63.4) 



ikx 

f A(co f k) dL 

■00 


(63.5) 


这个表达式必须满足方程 iP ( t . x ) =0( 对 t <0)，与问题的条件一致 ：仅在 t =0 


源启动后微扰才出现. 

现在的问题是寻求定态条件下〔即在微扰源开始起作用很长时间后 
00 )〕远离源处（ 1^1 — « 幻的渐近表达式.于是，如果当 X — ± «时，微扰 

趋于零，则我们有不透明性.如果微扰在离源的一个方向或另一方向增加，则有 
放大性.两种情况我们都可显然说只有对流不稳定（或稳定） 系统. 对于绝对不 
稳定性，在空间每一点微扰都随时间无限增加，因此不可能达到稳定条件 • 

转向寻求所需要的渐近形式，我们首先注意到 t -^ oo 的渐近极限必须在 k 1 — 00 
之前采 取:因 为在有限时间内微扰不能传播至无穷，对有限 Z 当 Id — oo 时少 —0. 

如同在§62中那样，我们将 （63.4) 中对0的积分围道向下移动，以便得到 
时的渐近表达式.函数少（0>,幻的解析性质与 S 6 2 中函数仿， x ) 的类 
似. 因为假设系统仅是对流不稳定的，则少（0>，幻在 w 的上半平面没有任何奇 
点，而 （63.4) 中被积表达式的最高奇点是实轴上的极点 w = ov 因此，当 t^cc 


时的渐近形式是 


ipit^x) oce~ Mot 0 ( 0 ，戈） • 


(63.6) 


为寻求当00时函数幻的渐近形式，现在我们必须（对 x >0 时） 
向上移动或（对戈 <0时）向下移 动对& 的积分路径，直至它贴附于 （63. 5) 中被 


积表达式的极点上 （ E 卩，方程 4( 叫 >4) =0的根 上）. 

令灸 + ( w ) 和 ( c *>) 分别表示当 Im (0—^00 时位于 A 的上半平面和下半平面 
的极点.当 l m w 减小时，极点移动，而对于实 o >= w Q ，它们或者仍留在原先半平 
面，或者进人另外的半平面.在第一种情况，少（叫 )3) 中的积分围道仍留在实轴 
上（如图 22 a 所 示）； 而在第二种情况，围道变形如图 22 b 所示绕过“跑”进另一 
半平面的极点 Kw 。） 和（_(%)(点厶和0.当积分围道移向上或移向下，两 


①在计算时，必须记住反演变换公式中的积分是沿 w >0的围道取的 ••因 此当 <— «»时 
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种情况下它都分别贴附于极点 I 和当 X — + a 时，函数 0 U ， 幻的渐近形式 
由来自最低极点 A ： + ( m 。） 的贡献决定；而当 AC —► - 00时，则由最高极点 k • ( (0 0 )决 
定.换句话说，这个极点是最接近实轴的（如果给定一类的所有极点仍处于其原 
先半平面），或者是最远离实轴的（如果那些极点已移动进人另一半平面）•用 
这些 I 和 I 值，我们有 

i //( t , x ) cxexp { i / c f ( co Q )x - ico 0 t } ,当 $> 0，1 (63.7) 

i //( t t x ) oc exp { \k _( a ) 0 ) x - io > 0 f }, 当 < 0. J 

对于稳定系统，当0=0。时，所有极点仍处于其原先半平面，的确，因为不存 
在 hnco ( k ) >0( 对实 A ) 的振荡分支意味着仅对 hna > <0的极点才能穿过实轴. 
因此，在 （63.7) 中 

\mk ^( o ) 0 ) > 0, Ini/c . ( o > 0 ) <0， 

所以发自源的波在两个方向都是阻 尼的. 

在对流不稳定性的情况，以 0) 到达实轴具有 Imw >0. 因此，显然有极点 I 或 
k • 已进人对似。的另一半平面，即它们具有 ImA : + ( o > Q ) <0或 lmk _ (6 i >。） >0.这 
种极点 M ^ o ) 或 K ⑴ 0) 的存在分别使波向源的右边或源的左边得到放大 • 

总结上述论据，在对流不稳定的系统中，对于自源发出的频率为似。的波，我 
们得出区分不透明性和放大性的下列 判据： 具有复&(0。）和实％的波，对给定 
Reo > =0。，当 Imto 从+ oc 变至0时，如果 ImAU ) 变号，则波被放大；如果 hn / bU ) 

并不变号，则有不透明性. 

我们注意到，这个判据起源于因果性的必要条件.当源瞬时开始起作用时，当 
00时，微扰必需总是减小的，这简单地因为在有限时间内它不能传播至无穷. 
另一方面，源的这种“无限快速地”突现能如6 _ “那 样发生，带有因此很 
明显，（对实 0) 在离源的任一方向被放大的波，当 oc 时，在该方向必然被阻 
尼，这导致上面所表述的 判据. 

所得到的结果还有另一方面，它使我们能决定具有吸收或放大的介质中波 
传播的 方向. 在不透明介质中（即，当 w 和& 为实量），传播的物理方向是群速度 
矢最的 方向. 特别是在一维情况，具有正或负导数 dco / dk 的波分别在正或负 x 
方向运动.然而，在具有吸收或放大的介质中，我们可以说 I 群和 L 群的波分 
别沿正向和负向传播 • 对于实 w 和 &这个 一般表述与前面的表述相同^和& 
的小变化由关系式 

一 8 ^ 


hk = 


da)/dk 


相联系 • 由此可见，如果有虚部 Ima ) >0,灸按 d ( o/dk >0或 <0而移人上半或 
下半平面. 

作为§62和§63中推导的判据的应用的简单例子，让我们考虑§61中讨 
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论过的冷等离体中冷电子束的不稳定性.对于这个系统的色散关系是 



(63.8) 


(见 （61.6); 对于在束的方向传播的波 J • V = kV ). 这个方程的根 々（ o >)， 当 
kl — 00时，具有形式① 

h = ( o )± f 2\)/ V . (63.9) 

当00时，两个根是在相同（上）半平面， g 卩，两者是在 ( o >) 类. 因此，在 
它们的运动中，当 Imco 减小时，它们不能箍住 A 围道，所以不稳定性是对流性 
的. 初始瞬间所产生的微扰的渐近行为由频率 A 予以确定，邻近该频率方 


程 （63.8) 的根按 1 

k 2 二 (63.10) 

趋于无穷.因而，当时，微扰中仅留有未阻尼等离体波. 

对实值 w < A , 方程 （63.8) 具有两个复共轭根其中 ImWw ) <0的 
一个已从上半平面移至下半平面.因而，当波由源以频率％ <坟传播时，它们 
在 : r >0的方向即“顺束流”方向是被放 大的. 


§64振荡谱两分支弱耦合情况下的不稳定性 


让我们应用§62和§63中所发展的一般方法来研究下列这样情况下的不 
稳定性 ：具有 w 和&的相邻近值并属于非耗散系统振荡谱两个不同分支的振荡 
之间的“相互作用”结果产生的不稳定性 • 这里所谓非耗散系统，意思是表示其 


中既没有真耗散，也没有朗道阻尼的 系统. 

如果两分支 0=^( A ：) 和 (0 = cu 2 ( A ) 完全独立，则色散关系会分成两个因子 

[( o - o ) ] ( k )][ co - a ) 2 ( h )) =0. (641 

邻近这类分支的交点，函数和会具有下列一般 形式： 


( o ^ k ) = co 0 + v'(k - A 0 ) ， 

a ) 2 ( k ) ^( o 0 - ¥ v 2 {k - k 0 ) y (64.2) 

其中 V 和 r 2 是某些常量，而％和 心是 交点处 w 和&的 （实！）值. 

然而，这种情况一般是不现实的.两分支间的耦合对于系统参量的（至多） 
某些特定值可能完全不存在，而当这些参量值略微变化时就会出 现②. 因此，为 


① 我们注意到 （63.9) 与没有静止等离体情况下束本身的色敗关系相同. 

② 例外情况是由于对称性规则而不存在相互作用，例如，如果各向同性介质中一个分支与纵波有关 
而另一个分支与横波有关的情况 . 因为在这种介质中纵向流不能导致横向场，反过来也一样,这类波并不相 
互作用，这里的情况类似于量子力学中所发现的具有不同对称性的交叉项的情况（见第三卷，§ 79 ). 
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了描绘真实情况，必须考虑到分支间存在弱耦合.其效果是在方程 （64. 1) 右边 
的零要用小量 s 来代 替. 于是邻近交点处的色散关系变成 


对的解足 


似一⑴。_ 於,（灸一 & ) 】 [ 一 ( A ： _ A ：。）] = e . 


(64.3) 


(o(k) -w 0 =^-{(v l +v 2 )(k-k 0 ) ± I (/c - k 0 ) 2 (v' -v 2 ) 2 + 4 ^] 1/2 }, 


(64.4) 


而对 A 的解是 


H(o) ~K =^T~{ (^i + A ) (如 一 6> 0 ) 土 [ (w -(o 0 ) 2 (v } -v 2 ) 2 ^Aev x v 2 ] 1/2 }. 

Zv t v 2 

(64.5) 

分支间存在相互作用使其交点位移进人复数区域.函数 o >( A ) 对实 w 和 A 
的关系曲线，根据常量 e 的正负号以及常量〃，和 的相对正负号的不同情况而 
具有不同性质.对于下列四种情况 

(a) e >0 f v x v 2 >O f ' 

( b ) e>O y v { v 2 <0, (64.6) 

► 

( c) ^ < 0 f v { v 2 >0 f 

( d ) s <0, v x v 2 <0^ 

这些函数示于图 23, 我们将依次分析这些情况. 




( C ) 


图23 


⑹ 
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( a ) 这里对所有（实 H 函数是实值，因此系统是稳定的.对所有函 
数 Ww ) 也是实的，所以对所有 w 波的传播没有放大. 

( b ) 对所有 A ， 函数是实值，因此系统是稳定的，函数 A ( o >) 在频率 


范围 



是复值.因为系统是稳定的，在这个范围有不透明性. 


(64.7) 



(A ： - h 0 ) 


2 


4 M 


- O 


2 


时，函数 o > U ) 是复值，并且其中一个有 Imo >(^) >0， g ( J , 有不稳定性. 
不稳定性，的确，当 |< w | — so 时 9 k (( o ) 的根是 


(64.8) 


这是对流 


k^(o/v } , k 免 w/v 2 ， v • 

而当 oo 时，它们位于 A 的相同半 平面. 令 〃,， r 2 >0;于是，这是上半平面， 
根属于 M 0) 类. 对于在 （64, 7) 范围的实根 MoO 形成复共轭对.其中 
imk(co) <0的一个已从上半平面移到下半平面.因此，在频带 （64. 7)，在正文轴 
方向传播的波有放大. 

还容易求得这个情况下，由 （62. 14) 所定义的波的“群速”，即这样的参考系 
的速率，在其中发生有最大增长率的绝对不稳 定性. 将方程 （64. 3) 对 A 求导并 
按 （62. 13) 和 （62. 14) 代人 do^/dA = F ，我们得到 

V -v { a ) - (o 0 - v x ( k - h Q ) (64.10) 

-— 一 ■ 

V — v 2 (o — (o 0 一 v 2 { k — A ： 0 ) 

因为这个等式左边是实值，右边也必须为实值（即使 w 是复童），这个条件表明 
&=心；于是由 （64. 10) 有 

+^2 (64. 11) 


而由 （64.3) ，相应最大增长率是 


0卿）= 1^1 ，/2 - 


(64. 12) 


( d ) 函数 fc ( co ) 对于所有（实 ）0) 为实值，但函数 o >(/ c ) 在 （64. 8) 范围是复 


值，因此，系统是不稳 定的. 为阐明这个不稳定性的性质，我们注意到由 （64. 9) 
U ，和％ 的正负号相反时），当 Inuo — 00时，的两个根处在不同的半平面•在 

⑴ 的上半平面中，由 



(64, 13) 
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所给出的一点处这两个根重叠.这意味着绝对不稳定性，增长率为 lirutv 对于 
= _〃 2 ,相应于以速率 （64. H ) 运动的参考系中的微扰图像，增长率达到其最 
大值 （64. 12). 


习 


题 


冷磁旋等离体中沿恒定磁场方向传播的低频 ( 0 ) ~ co Bi ) “慢速” ( ( o/k << c ) 横 
电磁波，有一低密度冷电子束在相同方向运动通过等离体，试阐明不稳定性的 
性质. 

解：为 确立色散关系，我们首先对仅有电子束的情况，在束为静止的参考系 
中来写出它.按照 （56.9) ，在这个参考系中，我们有 




k 2 c 2 - o ) 2 = 




(O ± co Br 

其中 Z 2 V 是相应于束密度的等离体频率.在回到实验室参考系时，这时束以速度 v 


(我们取为沿％轴）运动，我们必须在等式右边用 oj - kV 来代替差值 Pc 2 - o / 相 
对于参考系的变换是不变式 • 现在，在实验室参考系中，将归因于等离体电子和离 
子的项相加，我们得到 

k 2 c 2 一以 2 = 


rrl(a) - kv) coff e 




CO 


- kV ± 


CO 


Be 


a) ± o) Bc coT to 


Bi 


根据题设条件，与 cA : 和比较起来这里忽略并且还注意到 ft r /( o B , 
我们将色散关系变成下列形式 


k 2 


a 


CO 


c 




(a) - kV ± o) Br ) = - lTl( a) - IcV) • 


( 1 ) 



左边第一个因子对应于振荡谱的“主”支，而第二个因子对应于振荡谱的束分 
支； 右边描述这些分支的“相互作用” • 

对于 （1) 中上面的正负号，两个独立分支的色散关系由图24中连续曲线所 
显示（仅考虑⑴ >0的分支照常总是充分 的）. 邻近叫， 心点 （在该点它们相交）， 
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方程 （1) 的展开式具有形式 

2k 0 c 2 k - k 。 - — j [o) - o) 0 - V (k - k 0 )] = f2’ 2 c co Be , 



图 25 


具有正系教 (如 由图 24 中曲线的斜率可清楚看出 的）. 与 （6 t 3) 的比较表 
明，我们有 C 的情况，对流不稳定性（图24中的虚线显示考虑到它们的相互作 
用后谱分支的形式）. 

对于 （1) 中取下面正负号的类似图形显示于图 25 中.邻近交点色散关系具 
有形式 

2k 0 c 2 k - k 0 + —~— [ (o - (o 0 - V(h - k 0 )] = - O r ](o Be , 

• V I 

其中又有 t ，，>0. 现在我们有 D 的情况，绝对不穗定性（由图可以看出，这个情况 
下的第二个交点出现在似泛0>& ,它与题中条件相矛盾 ）• 

§65 有限系统中的不稳定性 

§61— §63中所阐述的整个理论是与至少一个方向 U 轴方向）为无限的 
均勻介质相联 系的. 应用到现实有界系统，这意味着忽略波从边界反射的效应； 
换句话说，这种理论限定时间为微扰沿系统长度传播所需时间量级. 

现在让我们考虑相反情况下的稳定性问题，这时系统的有限性是重要的，而 
其本征振荡谱由终端处的边界条件予以确定（同时，我们将仍然仅限于研究一 
维情况，系统在 x 方向的长度将用 △ 表示） • 有限系统的频谱是离散的，如果哪 
怕其中一个本征频率具有正虚部，系统是不稳定的 • 绝对不稳定性与对流不稳 
定性之间的区别，在这个情况下没有任何意义. 

因此，关于阐明有限系统的稳定性或不稳定性的问题，与寻求其（复）本征 
频谱的问题是等 效的. 对于具有虽然有限但充分大尺度&的系统，使得 • 
L » 1，确定这些频率的色散关系，可以一般形式建立起来 （ A . r . Ky / IMKOBCKMft ， 
1966). 

令々（如）为对无限介质色散关系的解 • 我们再次将这个多值函数的分支如 
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§63 中所定义的那样分成两类， Mw) 和 Ko>). 可以认为有限系统的本征振 
荡是由两边界所反射的行波叠加的结果（在无吸收和放大的介质中，它们会是 
寻常驻波）.反射一般伴随着属于频谱不同分支的波的互相转变.因此，给定频 
率的行波是所有分支的叠加.然而，远离边界处，每个波的主要贡献仅来自叠加 
中的 一项. 例如，在从左边界欠 =0 沿正 x 方向传播的波中（图 26) ，远离该边界 
的渐近表达式是 



图26 


iff^a exp{ i[ ^ + ((o)x - o)t] } , (65.1) 

而且作为必须取为这类中对给定实6>)具有其代数最小值的 
分支 

从右边界（1 = /0反射后，波向左传播，在离该边界充分大距离处具有渐近 

形式 

ip ^ /? 2 aexp{ i/c + (o>) L}exp{ i[ h _ (a)) (x - L) - (ot] } , (65.2 

其中 Ko ;) 是这类中具有其代数最大值的分支 • 系数依赖于在特 
定边界处的波转变律. 

最后，第二次反射后，这时在左边界，我们又有向右传播的波： 

(65.3) 

因为00,4是单值的，（ 65 . 3 )必须与（ 65 .丨）重合，因此 

/?, /? 2 exp{ i[ k ^{(o) - k _ (co) ]L} = 1. (65.4) 

这个确定有限系统的频谱 A 即是其色散 关系. 

对这个方程的两边取模，我们有 

\R { R 2 \exp{ -ImU + -L)L} = 1. ( 65 ’ 5) 


(65.5 


①这就是，如果所有 1 mA + ( at ) >0则为最小正值，而如果有 Im < ( o >) <0的分支，则为（绝对值）最 
大 负值. 在第一种情况 ，（65. 1) 是（随 x 增加）最不快阻 尼波； 在第二种情况，它是最快放 大波. 
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当乙 — 00时，指数因子趋于零或无穷（视 hn ( fc + - fc _) 的正负号而定）.因此，对 
充分长的系统，仅当 

Im [^ + (< y ) - k ^(( o )] =0 (65.6) 

时，方程 （65. 5) 才有可能成立.因此，在这个情况，色散关系归结为仅依赖于介 
质本身的性质而不依赖于其边界条件的具体特点的一种形式.方程 （65. 6) 定义 
w 平面中的某一条曲线，离散本征频率（对大 L ) 相互很密切地位于其上.如果 
曲线甚至部分地位于上半平面，系统是不稳定的.因为这个不稳定性是由系统 
整体性质所决定，它被称为整 体不稳定性. 

关于有限系统的整体不稳定性与无限介质的不稳定性之间的关系还可作出 
一些评注.首先，容易看出存在整体不稳定性情况下，无限系统肯定是不稳定 
的，因为存在使 hncoik) >0的实值故的确，根据函数和的定义， 

时它们的值位于 A 的不同半平面.条件 （65. 6) 意味着，随着 Imw 的减 
小，点和 KoO 可能进人相同半平面，而且（在整体不稳定性的情况下） 
还是当 lmco > 0 时这样发生的.因此，这些点中至少有一个甚至更早地 （ B 卩，显 
然当 W >0 时）穿过 实轴； 这就是所需要的. 

然而，相反的论证仅对无限介质的绝对（非对流性）不稳定性才正确 ：绝对 
不稳定性的存在足以引起有限系统中的整体不稳定性 • 的确，绝对不稳定性的 
条件是当 lm ^>0 时函数存在分支点，并且重科分支属于 I 和虼类 •在 
这种点，条件 （65. 6) 显然也是满足的. 

一个对流不稳定介质，当存在边界时可以或者是稳定的，或者是不稳 定的. 
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§66声子相互作用 


气体中动理现象（例如热传导和电导）的物理本质在于气体粒子热运动的传 
递 过程； 固体中的动理现象，粒子的角色由准粒子代替.着手研究这些现象时，我 
们将从非磁性介电体中的热传导开始.与其他类型固体中的动理过程比较起来， 
这个现象的物理图像相对来说简单得多，因为这里只有一类准粒子 ，即声子. 

注意到自由声子的概念是谐振近似下，即，哈密顿函数中仅包括（原子位移 
的）二次项的近似下，晶格中原子振动 ft 子化的结果（见第五卷， §72). 当考虑 
到高阶小量的项时，即考虑到位移的三阶或更高阶的非谐项时，结果产生各种声 
子相互作用过程①. 

经典晶格能中的第一个非谐（三次）项具有形式 

"⑴ = 去 S u^in,) u t2fi (n 2 ) U^ y (n 3 ) , (66.1) 

° ins) 

这里 ",（《) 是晶格中的原子位移矢是取值的矢 下标； 、士士 
是元胞中原子 编号; 整数“矢量”，它们给出晶格中元胞的 位置； 求和 
号下的 （/ i ， d 表示对所有/ I 和 s 求和.因为晶体是均勻的，函数4仅依赖于元胞 
在晶格中的相对位置 -/ i 3 ，/ i 2 -/ i 3 ，而不依赖于它们的绝对位置. 

二次量子化哈密顿鲎是这样求得 的：将 （66. 1) 中的位移矢贵用算符仏（《)来 
代替,后者是用具有准动量&的类型 g 声子 （ 即，声子谱分支 d 的产生和湮灭算符 
仏 和\来表达： 

U s (n) = X [2Myfw g (k)) - l/2 {t kg e ( t g) (k)e ik '^ * (^)e- i4 | , (66.2) 


①研究晶体中的热传导时必须考虑原子振动的非谐性.这是徳拜 （ P . Debye <191 4 )) 和玻恩 （ M . 
Bom (1914)> 首先注意到的. 
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其中 >是晶格中元胞数， M 是元胞中原子的总质 




(岣是声子偏振矢量 


而是类型#声子的能童①.这样代替的结果产生含算符 f 和 〆 三个一组 
的项.这些项代表涉及三个声子的 过程： 形式为的乘积代表一个声子衰 


变成两个声子，而纟 + 况代表两个互碰声子聚合成一个声子（项况 e 和会 
对应于能缳守恒定律所禁戒的过程）. 

例如，让我们写下对应于一个声子 U ,，&) 衰变成两个声子 U 2 ，&) 和 


• g 3 ) 的项•在 （66. 1) 中将对 w 丨 ，/ i 2 ， n 3 的求和变换为对史, =/ i , -/ i 3 , f 2 =/ i 2 - w 3 , 

/| 3 的求和，我们可以将这些项写成下列形式： 


^1! = n 




.4 3 2 ( 0 >) 0 > 2 0>3 ) 


1/2 


^ exp{i(k } - & - 灸 3 ) • r n 


(66-3) 


其中 

n = ( 2 M)^ n y ^ 2 )e la e^e； y x 

(vs) 

X exp{i(^, • r 9y -k 2 • r f2 )} (66.4) 

A ='(<)，A = 々 >(<)，•••• 

(66. 3) 中已将这样的指数因子分出来，它依赖于晶格中元胞的绝对位置 
/ l 3 . 这个因子对所有 化的求 和给出 j /,’ 如果1 - I 等于任何倒易晶格周期 

ft ; 否则，它是零.因此， 






12 {( x ) ] ( 0 2 0 )^ ) 


而声子准动量满足守恒律 


k { = k 2 + + b. 


(66.5) 

( 66 . 6 ) 


应该认为条件 （66.6) 比如是由准动量心和卜的给定值确定准动量&的值的一 
个方程.同时 <和&必须在倒易晶格的某个选定元胞内取值（包括准动量的所 
有物理上不同的值），而我们必须证实纥也在该元 胞内. 最后的这个条件确定 


(66. 6) 中 A 的必要值，并且单值地 确定. 的确，如果对 给定&，心和 L 矢量岣在 
选定元胞内，则6的任何改变，显然将使 I 带出该兀胞.使准动量守恒律含有非 
零矢量 6 的过程（在这个情况，声子衰变），称为 U 过程 （又 称倒逆过程） ②，它不 
同于 N 过程 （ 又 称正常过程） ，对此有 6 =0. 应该说这两类过程之间的差异在一 
定意义上是约定的•.每个具体过程可以是 N 过程或 U 过程，依赖丁基胞的 选择. 
然而，重要的是没有任何一种选择能同时对所有可能过程使&为零 • 方便的是 
这样选择倒易晶格的基胞，使得 A =0的点（无限波长）处于其 中心； 今后将这样 


① 本章内我们采用 A = i 的单位.因此，动 M 和波矢的最纲是相同的，而能敎和頻率的量纲是相间的 • 

② 按德文术语 Urnklupp . 
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假设. 对这种选择，所有低频声子对应于低准动量值以《1/<其中 d 是晶格常 
童），而仅涉及低频声子的所有过程是正常过程①.大准动量值4 ~对应于 
具有高能的短波声子（量级为德拜温度 沒）. 

让我们回到声子衰变 过程. 按照量子力学一般原理（见第三卷， （43. 1 )) ， 
两个新形成声子之一的准动童位于 d 3 卜范围内的衰变概率，由微扰算符 （66. 5) 
的相应矩阵元的平方 给出： 


6 W =2 ir |〈/ V , - 1，7 V 2 +1,/ V 3 +1 |^ (3) 丨 '，/ V 2 ，/ V 3 〉| 2 x 


fd 3 灸， 


(66.7) 


其屮 / V , 晶体初始态中声子占 有数. 声子产生和湮灭算符的矩 

阵元给出为 


(N-\ | 啦〉 = 〈 /v|〆 l^v-0 

因此，我们获得衰变概率形式为： 


dw = u ； yv, (/v 2 +i)(yv 3 + 1)5( 


其中 


W = W ( ^ 2 ^ 2 ，贫 3 灸 3 灸 I ) 


2 ttv 


0 ) 


很 

(66.8) 

d 3 h 

(66.9) 

似 3) (2开)， 


\n\\ 

(66.10) 


而 ti = 9 T /：4 是晶格元胞的 体积. 因此，过程的概率正比于晶体初态中初始声子的 
数目/ V ,，还正比于晶体末态中最终声子的数目 / V 2 +1和 7 V 3 +1. 后一性质与声 
子所遵循的玻色统计法有关，对涉及玻色子的所有过程是正确的② • 


衰变的逆过程是两个声 子心和 融合”形成一个声子我们可以很容 
易地证明，哈密顿算符中对此过程负责的项与 （66. 5) 的差别在于分子中的 c 箅 
符要代以 f 而代以 / T . 这个过程的概率因此由下列公式： 


d 3 k 2 

dW = w/V 2 /V 3 ( /V, +1)&( 似 1 - (o 2 ~ (o^) — ~~~ 

(2tt) 


( 66 . 11 ) 


给出，它与 （66. 9) 的差别仅在于 / V 因子方面* (66. 11) 和 （66. 9) 中的 u ； 是相同 
的，与玻恩近似（微扰论的第一级近似）中正、逆两个散射事件的概率相等这个 


一 般定则相一致（见第三卷，§ 126). 

声子频谱分支总是包括三个声频支，当 A — O 时，它们的能 S 趋于零；对长波 


① 另一方面，如果选择基胞使得 * =0的点，例如，在其顶点之一，低频也将对应于其它顶点的邻 

域，邻近这些顶点 t 不是 很小. 一 

② 声子分布涵数\或 / V ( A ) 将定义为具有不同准动 M 值々的子态占 有数. 屬于*空间中体积元 

I ^ fc 的量子态数是 （ d (27 T ) 3 , 因此，相对于 dl 的分布是 N k /( 2 ^ t )\ 


(小 fc ) 声频声子，函数是线性的.对这类声子，函数 66. 10) 的行为以后 
将是重要的. 

注意到哈密顿量 （66. 1) 中系数3的性质，它表达这样的事实 ：晶体 整体的 
简单位移使其能量不变，不管晶体是否 变形； 由此可以确定函数的行为.这意 

味着，如果# 3) 中任何因子由 U s + a 所代替，其中欠量不依赖于/!和5, 


而能最必须不受影响.为此我们必须有 


0 , 


( 66 . 12 ) 


其中至少对一对变量 ， s , 求和. 

过程中所涉及的三个声子，其中或者一个或者全部三个可能是长波声频声 
子（如果是有两个这种声子和一个短波声子，动童和能量守恒定律就不能满 
足）.对于一个声频声子，在极限 Ar — 0时，偏振矢最^(幻趋于不依赖于 s 的常 
量，因为元胞中所有原子同步振动，因子 exp (认 • r B ) 趋于 1. 由于 （66. 12) 的性 
质，因此，量 12(66. 4) 趋于零，而对小/:，它正比于 A ： 或（对声频声子是同一回事） 
正比于队如果有一个长波声子，结果是 

一'， ( 66 . 13) 

或者，如果有三个长波声子，则结果是 

wock { k 2 h 3 . (66.14) 

我们注意到长波声频声子对应于宏观声波，它们可用宏观弹性理论进行处 
理； 因此，还可由更明显方式达到这些结果 （66. 13) 和 （66. 14). 弹性理论中形 

变晶体的能量可利用应变张量 




1 / au g + dV fi 

2 \ + dx a 


(66. 15) 


来表达，其中 i /( r ) 是弹性介质中 r 点的宏观位移矢量.正是这个张量的分量是弹性 
能展开式中所用的 小量. 二次量子化中，矢量"要用类似于 (66.2) 的算符£/ 代替. 
V 对坐标的求导以获得算符给出附加因子 I 它导致结果 (66. 13) 和 (66. 】4 ). 

§67介电体中声子的动理方程 

在固态晶体中，声子形成稀薄气体，它们的动理方程可以类似于对寻常气体 
的方式获得. 

令 = 为类型 g 声子的分布函数* (对每类声子的）动理方程可 

写出为： 

dN diV r>/ \]\ (67.1) 

- + w .- = c ( yv), 
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其中 w = dco / dk 是声子速度. 

然而，与寻常气体情况的一个重要差 别是： 在声子气体的碰撞中，声子数和 
(由于存在倒逆过程）其总准动量一般都不是守 恒的. 唯一余留的守恒律是能 M 
守恒定律，它由 




(67.2) 


表达.用0乘 （67. 1) ，对 d 3 ( 积分，并对 g 求和，我们得到能量守恒定律的下列 
形式： 


+ ▽• q= ° f 
ot 


(67.3) 


其中晶体的热能密度 £ 和能流密度 g 由下列明显表达式 


£= ? 卜〜為， q 




ojuN 


(2tt) 


(67.4) 


3 


给出. 


(67.1) 中的碰撞积分原则上必须考虑到，由于 g 类型声子与所有其它声子 
的相互作用而可能发生的一切过程.然而，实际上主要贡献来自上一节中讨论 
过的三声子过程.涉及更多声子的过程起因于哈密顿函数中以原子位移作幂展 
开的随后各 项：这 些项随幂次增大而迅速减小 • 减小的原因是振动振幅6对晶 
格常量 d 的比值 很小； 固态晶体中直至熔点的所有温度下，它仍然很小取为了 
粗略估计，我们可以从经典关系式〜^开始；估计本征频率为 oi ② 
我们求得 


( 会 /d) 2 〜 T/Mu 1 « 1 . 


(67.5) 


碰撞积分总是（每单位时间）产生处于给定态 U 幻的声子的过程和引走处 
于该态的声子的过程，这两类过程数之间的差值仅考虑到三声子过程，我们有 


C (/ V ) 


= [{ "5" X ^(*1 ； k)b(oj - 

J ^ g\.g 2 


[(iv + Dyv,^ - n ( n , +i )(^ 2 + i)] 


X o)(k,k { ;At 3 )8( 


)x 


川 3 


[(/v + ikm +\)n,-nn x (n 3 +i)] 


d ' k t 

(2it) 


(67.6) 


其中 e / V & ( k } ) , a >, = co g] (&,〉，•••• 大括号中的第 一 项对应于正和逆过程: 


① “ M 子晶体 "，固 态氦中的情况 除外， ’ 

② 在估计值中，我们将认为“是声速，虽然这当然宇义上仅对长波声频声子才是正 确的， 
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( g ，灸）客1，灸 | ) + ( 客2，灸2 ) ，，灸2 = 灸 — 灸 | 


(67.7) 


这项中的因数+考虑到下列事实 ：由于 声子的同一性，我们必须仅对末态的一半 


求和.大括号屮的第二项对应于下列过程: 


(尽3，处 3 )#(豸，处)+ ( 心，灸 I ) ， ^ 3 - k + k l + b ； 


(67.8) 


这项中不需要因数+，因为衰变所形成的两个声子中有一个已经规定•在 

(67. 6) 的被积表达式中，必须注意到，三重乘积 _几和 / VMM 的项相消. 

对于平衡声子分布，普朗克分布 

yv 0 = ( e w/r - 1 ) _1 , (67. 9 ) 

碰撞积分恒等于零.对 （67. 6) 的积分通过直接计算很容易证明这 一点： 因数的 
乘法运算给出 


/ V 0 ( iV ol +1)(/ V 02 +1) =(^ 0 +1)/ V 01 / V 02 exp 


( o 2 

T 


(67. 10) 


而根据能鼋守恒定律，右边的指数因子等于 1. 

如果没有倒逆过程，不仅声子的总能 M 该为零，而且声子的总准动量也该为 
零.于是，不仅分布函数 （67.9), 而且对应于声子气体整体相对于晶格以任何速 
度 V 作平动（漂移）的函数 

. r 1 (67.11) 


exp 


(o-k ^ V t r 4 

~~ T M ’ 


也该是平衡 函数. 这个结果与统计物理的一般原理是一致的 • 还可直接证 明：用 
函数 (67. 11)的\，等式（67. 10) 右边会出现附加因数 exp [ V • ( k - k ' - A : 2 )/ T ] , 

对于无倒逆的过程（其中 k = k ' +心）等于 1. 

当然，分布 （67. 11) 导致非零能流仏因此，没有倒逆过程时，尽管整个物体 
的温度为恒定，晶体中也会存在 热流； 换句话说，晶体会具有无穷大的热导率. 

只是由于存在倒逆过程才呈现有限热导率 ®. 

为计算热导率，我们必须写出对晶体的动理方程，其中温度在体积中缓慢变 

化.照例，我们寻求下列形式的声子分布函数： 

N { r ， k ) =/ V 。 ⑴ + bN { r y k) t (67.12) 

其中是对平衡函数的小校正.于是动理方程是 


癱 


vn^ = /(s/v). 


(67 - 13) 


①建立在声子的动理方程基础上的介电体中热传 导的歎 子理论应归于派尔斯 （ R E . peier,s 
< 1929)), 他还首先提出对固体动理过程中倒逆过程所起作用的注意. 
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其中 /( 5 A 0 是线性化碰撞积分. 

函数 5/ V 还必须满足补充 条件: 



(67.14) 


它表示受扰分布函数像平衡函数那样给出晶格能密度的相同值.正如在§6中 
早已注意到的，这个条件实质上规定了非平衡物体中温度的定义.至于§6中 
强加于 5/ V 的另一个条件，并不适用于声子气体的情况，它与寻常气体大不相 
同.声子气体中的粒子数一般不是给定量，而是由温度确定的 • 晶体中声子的 
实际总动 M (不是准动最！）自动为零，因为否则的话，会意味着有固体的流动， 
而这对于理想（无缺陷）晶格显然是不可能的 • 晶格中每个原子仅完成有限运 
动，邻近格座的振动；这种运动的平均动量恒为零 • 因此固态晶体中（与能流相 

联系）的声子流并不伴随质量传递 • 

让我们显示写下线性化碰掩积分 （67. 6). 这里方便的是应用新未知函数尤 

来代替 5斤1 由下式定义： 


d / V 0 / V 0 (/ V 0 + l ) (67.15) 

■^ = ^ T X ， 


如果注意到 

N _ N 0 乂 (67.16) 

6 1 +"/v 一 1 + /v 0 r ， 

线性化的实施得以简化•（例如， （67. 6) 第一个积分中）方括号内的表达式可以 
写成： 

、/ v r /V, N 2 N 

取至方括号外的因数中，我们可以立即令 W = 括号中的差值 给出： 

T ^1( 义 ， 

其中我们应用了等式 

N 0 ' I 二 N 0 
^01 + 1 N 02 + 1 I + ^0 

于 是碰撞积分变成下列形式： 

①液体有所不同，其中声子动歎是实际动 M ， 而声子流的确涉及质贵 传递. 在液体中，原子完成无 
限运 动：在 充分长时间内，任何原子可达到体积中任何点 • 



C ( N )^ I ( X ) 


t\{\ 


L X ^(k^k 2 ； k)N 0 (N 0 

2 幻幻 


1) 


x (yv 02 + 1 )b(( 0 { + 0) 2 -(o){x x +A ^2 -|) + ^ w(k % k { ； Ar 2 ) x 




父 N 0 N Ql (N oi + 1) 8( w +<o i - a) 3 ) (\3 ^X\ ~~x) 


d 3 岣 

(2 tt ) 


(67. 17) 


我们注意到被积表达式中出现的; tU )， 像对气体的经典碰撞积分 （6. 4), (6. 
中那样，是作为各个灸下它的值的简单和. 

对 （67. 13) 的一个解，我们总可以增加齐次方程的明 显解： 


X = const • a) y 


(67. 18) 


由于碰撞中能董守恒， （67. 18) 的解使积分 （67. 17) 恒为零.如在§6中早已阐 
明过的，这个“寄生”解只不过对应于温度中的恒定小变化，为附加条件 （67. 14) 
所排除. 


第二个“寄生”解， 


X = k• bV 


(67. 19) 


(其中 5 V 是一常最），对应于声子气体作为整体的运动速度中的小变化（比较 
(6. 6))，由于倒逆过程的存在而被 排除； 倒逆过程的效应是使总的声子准动量 
不守恒. 

§68介电体中的热传导高温 

方程 （67.13) 使我们能立即确定，对于在温度 r 远大于德拜温度 e - u/d 
(或寻常单位中为的高温下，介电体热导率的温度依存关系. 

所有频谱支中声子能最最大值是6> 的置级.因此，当 r >>@ 时 ，一 般所有 
声子的能量 o >«: r ，而且对于大多数声子于是平衡分布函数 （67.9) 变成 


A r 0 « T /(0 » 1 • 


( 68 . 1 ) 


在碰撞积分 （67.17) 中，温度分离为因数 r 2 ; 函数 W 对频率 W 〜0并不影响积分 
的温度依存关系.方程（67.13)左边，导数3乂/37^«1/仿并不含有温度.由此得 
出结论 


vr 

尤 0 5/V 


d/V 0 vr 

- y OC — 

d(o X r ， 


因而热 流® 
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这样一来，热导率反比于 温度: 


k a ： i/r, t » €> 


( 68 . 2 ) 


(在经典理论中，这个结果是德拜得到的）.在各向异性晶体中 j 和的方向一 


般不相同，因此，热导率不是标董而是二阶 张量； 当考虑它的温度依存性时，我们 


将不计及这点. 

让我们在所论及温度范围来估计声子平均自由程.根据气体动理学理论的 
初等公式 （7. 10) ，/ c 〜 CT /， 其中 C 是（每单位体积的）热容贵，〃是能量载体的平 
均速率，而/是其平均自 由程. 晶体热容量在高温下是常量，声子的速率也是如 
此，它可估计为声速^于是我们看到平均自由程在如此高的温度使得 
原子振动的振幅是晶格常量^的量级时，这个平均自由程必须也变成^的量级. 
根据 （67.5) 的估计值，这种温度是〜 Afu 2 , 而对平均自由程/和有效碰撞频率 
p 〜 u //, 我们有下列估计值 

I 〜 Mu 2 d/T ， r - T/{Mud). (68.3) 

由此可见，在低于熔点的几乎一切温度下实际上我们有丨>>乂 

在这个分析中，基本上假设晶格中热阻的三声子机理对所有声子都是有效 
的. 各群声子所携带的能流是相加性的，因此它们对热导率的贡献也是相加性 
的.如果该机理即使对任何一群声子是不充分的，它对提供有限热导率也就会 
是不充分的.在这方面长波声频声子需要特殊分析. 

让我们首先考虑仅涉及长波声频声子的过程，这些声子具有相当数值的小 
准动量（将以带适当下标的/表示 ）• 对于这些过程，我们将在其对/的依存性方 
面来估计碰撞积分 （67. 17). 根据 （66. 14), 在这个情 况函数~/ 3 .因数 

/ v 0 ~ r / a > oci //. k 空间中的积分是对体积~/ 3 积，而 s 函数在体积中分出一曲面 

具有面积〜/ 2 .因此我们求得碰撞积分为 

/(atW*W 4 sw 

(其中最 后表达 式考虑到了按 （67. 15) 的定义 S ^ Voc ^// 2 ), 这个结果也可用术语 


有效碰撞截面予以表述 


Hf) «广 


(68.4) 


①平衡时 9 明显变为零形式上是根据对 dU 的积分变为零得出的，因为被积表达式是々的奇函数: 
频率因而\(01)是*的偶函数.而速度 《=— /冰是奇函数.函数0>(灸）是偶函数，是由于时间反 

演下的对称性而不管晶格的对称性如何 （见第 五卷，§ 69 ). 
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在动理方程 （67. 13) 左边 ，（ 对声频声子）因数《不依赖于/，而 SN 0 /dToc l/f. 
因此 


8/V 




长波声子对能流《的贡献由积分 （67.4) 对体积〜/ 3 取值给出.然而，这个积分 

d 3 / ^ f cl 3 / (68.5) 


P 


a)uhl\ 




( 2 tt ) 3 " J v(f) * 

对小 / 如 1// 那样发散.因此，仅长波声频声子间的三声子过程会导致无穷大热 
导率； 为了达到有限热导率，这些声子与短波声子之间的碰撞是必要的 （ M . H . 


rioMepaHHyK ，1941 ) • 

令具有准动量 A 的一个短波声子衰变成一个长波声频声子/和与声子 At 
属于同一频谱支 co ( k ) 的一个短波声子 A -/-6( 在下面的分析中，绝对值灸 
没有& >>/的事实重要） • 因为函数 o >( A ) 在倒易晶格中是周期性的，我们有 


a )( k - f - b ) (灸 - /)，而能量守恒定律 给出： 

co( k) = a)(k - f) u( n)f. 


( 68 . 6 ) 


右边第二项，声频声子频率，是 / 的线性函数 U («) = o >(/)// 是声波的相速，它 
依赖于方向 /| =///) •将 co(k -/) 用小矢最/的幂作展开，我们可将这个方程变 


成下列形式 

仅当短波声子的速率超过声速 



(68.7) 

Ti ： >u(n) 

(68.8) 


时 ，（68. 7) 才能满足.在这个意义上，最“危险”的是具有最高声速的声频支，当 

提到声频声子时，我们指的是这个声频支①. 

三声子过程的其它可能性，发生 在当& 空间中有简并性点时，在这些点声子 
频谱的两个或更多分支的能量相重合 （ C . Herring ,195 4 ); 这类点（或者孤立的, 
或者形成一条线或一个面）的存在，许多情况下是晶格对称性的必然结论.结果 
形成的可能性，可用作图法予以阐明，我们将首先给出早巳讨论过的“超声”短 


波声子的发射这种情况. 

对/的给定方向，我们取作 X 轴；在图 27 a ， 连续曲线描绘短波声子的函数 
⑴ （ fc x ) (给定 fc , 和 <)• 将条件 （68.7) 写成下列形式： 


①在各向同性固体中，声频谱的一支对应于纵振动，而另两支对应于横振动；纵声波速率超过横声 
波速率.在各向异性晶体中，纵波和横波的划分一般没有什么意义 • 然而，在文献中常将具有最高声速的 
那一支约定称为纵波. 
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da ) 

dk 、 


(〜）， 


我们看到，如果曲线在某点的斜率等于声速时，声 
频声子的发射是可能的.于是，邻近这点短波声 
子的频率似（々）和 -/) 由曲线与虚线的交点 
给出，该虚线的斜率是这两点纵坐标的差 
值给出频率 u /. 

然而，如果两支的曲线在某一点 
< 相交，邻近该点三声子过程总是可能的，无 
论曲线的斜率如何，以及 L 是否是简单交点（图 
27 b ) 或者是一个切点（图 27 c ). 并且两个短波声 

子属于不同频谱支. 

现在让我们来估计，当有简并点时，长波声频 
声子的有效碰撞数.这时应说起这个声子的吸收 
和发射过程-过程 （67. 8)( 当这样的声子衰变 


时 


过程 （67. 7) ——所产生的两个声子也将是 


长波声子， B 卩，回到早已讨论过的情况） • 因此，我 
们应该在假设 


» 





⑻ 



( b ) 


^jrO 


下来估计 （67^7) 中的第 二项. 同时我们考 虑到： 

0 C /, / V 。 0 C 1//，以及被积表达式中余留的因数可 

用不依赖于/的平均值代替，因为积分仅在简并 
点近邻 取值. 再次引进 5/ Vcx ^// 2 , 我们得到碰撞 
积分对/的依存性的下列形式的估计 / Or ) 其中 



kxO 


( C ) 


图27 


v{f) °°/ 2 | 8[ <W| (k -/) + u(rt)f - a) 3 (k)]d^k. 


(68-9) 


利用公式$ 


( 68 . 10 ) 


积分在曲面 FU ) 
分，其中曲面由 


i dS ( 68 . 10 ) 

J 8 ⑺ … 少 T^TT ， 

0 上取. 于是，可将 （68.9) 的积分变换成空间中的面积 


①注意到 

(J 3 it = dSd/ = d5dF/| 

吋立即推导出这个公式，其中/是沿曲面法线的距离- 
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( o ] (k -/) + u ( n ) f - a ) i ( k ) =0 

定义.于是我们有 


( 68 . 11 ) 


v { f ) ^/ 2 AS (/) 


6(0^ (k) 
~ die ^ 


do) x (k -/) 

diT 




( 68 . 12 ) 


其中 AS (/) 是曲面 (68. 11) 的面积，而角括号表示对曲面求平均. 

让我们考虑一个典型情况，其中简并点在&空间形成一条 曲线. 因此，当 
/—0时，曲面 （68. 10) 收缩至简并点位于其上的一条曲线，而对于小/则曲面变 
成环绕这条线的 细管； 因此，面积 AS 对/的依存关系与管直径与/的依存关系 


相同. 

如果等能面(幻在简并曲线上相交但并不相切 （ 见图 27 b ) ,点 A : 离简并点 
的距离随/线性变化，而也是如此.因为在这个情况导数的差在交点为有 
限，我们有 

v { f ) ocf \ (68.13) 

积分 （68. 5) 现在仅是对数发散，这个发散性要像当没有任何简并情况（见下面） 
那样 去除. 由于发散是弱的，通常在定律 （68. 2 )屮并不引起任何显著 变化. 

现在让等能面 wU ) 在简并点为二次相切 • 于是，如我们由图 27 c 所看到 
的，/正比于离相切点距离的平方 • 面积正比于这距离本身，因此 ASoc / 1/2 •在 
所论述情况下，对于 （68. 12) 中导数的差值出现对/的同样依存关系，因为导数 


曲线相交而不相切.因此，在这个情况， 


v { f ) «/ 2 , 


(68. 14) 


在热导率中没有任何发散性. 

其它类型简并情况可以类似地进行研究① • 

如果声子谱中没有任何简并性点，则（至少一个频谱支中）对所有方 
向 /| 都必须满足条件 （68.6) ,以便保证三声子过程的有限热 导率. 否则的话，有 
限热导率仅由于高阶（四声子）过程的结果而出现，定律 （68. 2) 并不成立.注意 
到在低温，平均自由程增加并可能变成与物体尺寸1可 比较； 积分 （68. 5) 的发 
散性于是可在/~ 1/ L 予以截止，这会使热导率依赖于 [ 


§69介电体中的热传导低温 


在低温（『<<60，介电体中热传递的性质变得相当 不同. 问题是在这些条 
件下，倒逆过程的数目变得指数式小，这由下列论据可清楚看出 • 

具有倒逆的三声子过程中，准动量守恒由等式& = 心 + 心+6所表达，要求 


①关于它们的讨论，在赫林 （ C . Herring) 的原 文献 ： Phys Rev . ， 95(1954) ,954中可以找到 • 
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三个准动童中至少一个应很大，让这一 个为卜 于是 能量％ ，而因此能 
童守恒（6>=似， + w 2 ) 要求能董 w 〜0也应很 大. 然而，当 r <<0 时，绝大多数声 
子具有能量〜7\具有能量〜6> 的声子数为指数式小量.因此，无论对于声子衰 
变过程，还是对于二声子聚合的逆过程，初始声子数都是指数式小，因而发生这 


类过程的数目也都是指数式小.容易看出这样的事实，在这些论证中是否三声 
子过程并不重要，这种论证对涉及更多数目声子的过程是同等适用的. 


在这个情况，热传递的物理图像 如下： 声子的许多正常碰撞，其中总准动量 
是守恒的，仅导致在声子气体中建立“内部”平衡，声子气体仍可以任何速度 V 
相对于晶格运动.少数具有倒逆的碰撞仅使分布函数略微改变，但建立起（正比 
于温度梯度的）确定速度 V ;这个本身也决定热流.现在我们将说明在问题的数 
学解中如何描述这个图像 


动理方程可写为 


dN 0 

dT 


VT ， = / n (at) + tyi(x) * 


(69.1) 


其中碰撞积分被分成与正常碰撞（下标 N ) 和倒逆碰撞（下标 U ) 相联系的两部 
分.对应于气体整体以速度 V 运动的平衡分布函数，通过将 ZVJcu ) 中的自变量 
w 用 • V 代替而 获得； 当 V 很小时，我们有 


N Q (o) - k • V) ^ N 0 ((o) - k • V 




da ) 


按照上述图像，我们寻求方程 （69」） 的下列形式 的解: 


(69.2) 




(69.3) 


h 是分布函数中归因于倒逆过程的变化部分，它远小于 AV 如果〜和 
示有和无倒逆过程时的有效碰撞频率的数量级 （& <<…），于是 


〜分别表 
(69.4) 


代人 （69.1) 导致下列方程 

dN 0 

dT 


= ’N CVu ) + ’u (>Vn ) ， 


(69.5) 


其中作用于函数 AT 的线性算符由 （6 7 . I 7 ) 定义 • 在表达式 （69.5) 中我们曾考虑 
到八0^) =0的事实，并将々(仏）项作为小量而忽略掉；在关系式 （69.4) 的条 
件下，右边余留的两项是相同数童级. 

首先，必须强调，当忽略倒逆过程并且温度梯度不为零时，动理方程一般无 
解.确实，让我们用 A 乘方程 （69. 5) ,对 d 3 A /(27 T ) 3 积分，并对所有声子频谱支 


①必须注意到不含糊地将倒逆过程作为小效应予以分出，正好是通过§66中所描述的对倒易晶格 
中元胞的选取而达到的；其结果是，只有低能长波声子间的一切碰撞才是正常碰撞 • 


求和.因为对止常碰撞，总准动量是守恒的，项 / N ( A ^) 结果变为零，以至剩下 


y \k(u - v n g -v~ d — 5 = X (69 . 6) 

. V J dT(2TT) 3 + j u ^ n/ (2tt) 3 

当忽略倒逆过程时，这个方程右边为零，然而左边肯定不为零（显然被积函数为 
k 的偶函数，因为 wU ) 是偶函数而 《 = ^>/ dA 是奇函 数）. 这个矛盾情况意味着 
动理方程无解. 

然而，考虑到倒逆过程后，方程 （69.6) 确定解 （69.3) 中的未知 ft V . 为简化 

公式的记号，我们将假定晶体具有立方对称性.于是晶体的各向异性在 （69. 6) 

的积分中并不出现$，因此，代人 （69.3) 的 h 后，这个方程变为 

。一 _。州 (69.7) 


^ vr= -~/3 2 TV, 


这里引用的记号是 


A 


JL A 
Jdf 



N 0 


g 


d 3 k 


Pi 




㈣ ， 


(69.8) 


7Vu 冷 2 = - 



k - I v (k) 


g 


d 3 h 

(2tt) 


3 


(将因数 仏分开 是为了简化以后的公 式）. 

方程 （69. 7) 确定V,于是能流用积分 （67. 4 )来计算，其中/V要代之以函数 


bN 


V — -=k 
d(o 


于是9 = 77?, V;它与 （69. 7) —起给出疗 


I7 T 

• V - —• 

0) dT 

▽r, 其中热导率是 


(69.9) 


值得注意的是在这个情况 K 的计算并不需要求解出动理方程 （69. 5) ，只要计算 
出积分 （69. 8). 

积 分仏和 氏由频率范围 w 〜^予以确定，此范围包含绝大多数声子 • 这些 
积分仅以幂律依赖于 r . 因为只有声频声子能具有低能， 和氏 实际上只需对 
三个声频支 求和. 容易看出，我们于是有 

(69.10) 

积分〜中包含指数依赖关系 • 它的具体表达式可以通过 （67. 17) 获得.对 
于倒逆过程我们有 


①对立方对称性，任何二阶张 M 归结为一个标必, 



69 介电体中的热传导低温 


• 279 • 


A ^ N , + z ^ N 2 - = V • (灸 I + 灸2 -灸） = V •办 • 

对绝大多数声子有 a ； 〜 r , 而分布函数/ V 。〜1,然而，对的声子，函数 
乂 << i . 因此，在估计积分时无需考虑因数％+ 1〜 1. 函数 

%=e-- /r (yv 0 + i) 

包含因数 e 它也许是指数式小，而它在对积分的估计中有决定性 影响. 

因此，如果我们仅考虑 w 对温度的指数函数依存关系，我们有 



- op/T 


5( — 


)dld 3 灸 


(69. 11 ) 


其中求和是对所有频谱支以及对倒逆过程中出现的所有非零6取值的. 
方程 


g 


(k) 


( ^, ) + a) g (k - k y ) 


(69.12) 


定义六 维纥心 空间中的五维曲面.令为这个超曲面上 w / Ar ) 的最 
小值； 因为倒逆过程中所涉及的声子能 M 很大，这些值是〜 (69. 11) 中对（客） 
求和中的每个积分正比于 exp [ - Mg , g ^ g 2 )/ T ]. 仅保留其中最大者，我们有 


ocexp ( - A min / T ) , 

其中、„是4(1仏4 2 )的最小者. 

我们因此得出结论，热导率基本上按指数函数关系依赖于温度: 


(69. 13) 


(69. 14) 


… xp U min /r), … 

其中~ 6 KR . E * Peierls f 1929). 

涉及更多声子的高阶过程导致同样特性的温度依存关系，并且4为每个过 
程中初始声子能童的最低可能值（或者等价地，参与过程的所有初、末声子总能 
最最低值的一半）.原则上，可能发现这个值小于对三声子过程的，在那种情况 
下，当然，当过程的阶次增加时，尽管指数函数的系数减小，高阶过程对热导率的 
贡献可能变成主要的. 

与倒逆过程频率心不同，正常碰撞的有效频率 〜如温 度的乘幂那样减小； 
考虑到在§71中的应用，我们将确定这个减小的 关系. 

正常碰撞在具有 w ~ r 的声频声子间发生，这些声子形成绝大多数 • 它们的 
准动 量&〜 a >/ u ~77〃. 在碰撞积分 （67. 17) 中，积分是对由5函数在体积〜 P 中 
区分出的具有面积〜 P 的曲面 求的. 在这个区域，函数\~1和函数祕0^ 3 (按 
照 （66. 14)), 因此〜 ocr 5 . 比例系数最简单地按照下列条件来确 定：当 r 〜0 
时，这个表达式与估计 3) 必须归结为相同结果，所以 


T 5 

0 4 Mud 


(69. 15) 


§70 杂质对声子的散射 


在前两节中，我们曾假设晶格是理想的，无缺陷的.现在让我们详细讨论， 
在介电体中的热传导方面，杂质原子对声子散射可能起的作用. 

就长波声频声子而论，杂质原子是晶格中的点缺陷.这类缺陷上散射的特 
征性质在于它是弹性散射（声子频率不改变）.并且其散射截面随频率降低而迅 
速减小，或者就等于，随波数如 V 那样变化災 


杂质对声子散射的碰撞积分具有形式 


c ( i ^ k ) 


imp 


(m{AV(l +N k ) - ； V 4 (1 ^N k ,)}b(co f 


>( S - 


(70.1) 

> 

照例，大括号中的第一项给出每单位时间下列散射事件的数目：使一个声子从具 
有准动 tt 的任何值的状态散射到具有给定值 it 的状态并且对应于相同能景 
这样的散射事件.类似地，第二项给出使声子从该给定态进人任何其它态这样 
的散射事件数.如果杂质原子无规分布，它们之间的平均距离远大于散射振 
幅，则不同原子独立地散射，概率是加性的.在 （（70. 1) 曾经假设过的）这些条 
件下，散射事件的总数正比于杂质原子浓度 N , mp . 对于各向异性介质中的散射， 
函数依赖于两个矢 fi I 和 f 的方向，而对其绝对值& =1的依赖关系是 
wock \ 在 (70. 1) 中，我们曾令，*)•这性质与散射幅很小有密 
切 关系； 在玻恩近似下，当忽略二阶项时，由么正性条件可直接得出这个结果 
(见第 三卷， §126). 玻恩近似一般不适用于杂质原子对声子的 散射. 然而，在 
低温下，当论及具有小 A 的声子时，散射幅为小量是由于另外理由，它正比于 V ; 
如果忽略 ocP 的项，我们再次得到上述同样结果. 

(70.1) 大括号中的乘积相消，在代人 yv = yv D 后，碰撺积分立即 
被线性 化为： 


C(N)^I (bN) 


j w(hN k , - bN k ) 8 (ct/ 


d 3 A： / 


(70.2) 


这个积分像那样正比于 〆 .因为当 o ; « 7 1 时， dA^/drcx l/ w oc 1/ A , 在这个频 
率范围，我们有 

hNock 5 . 

一个类 似情况早已在 §68 中出现过（比较 （68. 4)). 依存关系 （70. 3) 导致确定 
热流的积分的发散性 • 因而晶体中杂质的存在本身并不能保证介电体的有限热 


①这是声波被远小于波长的障碍物散射的一般性质 （ 比较第六卷，§76)，还可与长电磁波散射中 
的相应情况（第二卷， §79) 进行比较， 
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导率. 

然而，这并不意味着杂质在确定热导率中一般不起任何作用.问题是杂质 
原子的散射使声子的准动 M 并不守恒，在这个意义上它可能起到倒逆过程的作 
用.在充分纯样品中，可能存在一个低温范围使得杂质（对具有的声子 


的）散射的有效频率 〃^介 于声子间正常碰撞和倒逆碰撞频率之间: 


» 




(70.4) 


在这种条件下，杂质散射起倒逆过程的作用，如果用代替~，公式 （69.6) — 
(69. 8) 仍适用.于是热导率由公式 （69. 9) 给出，其中代替心 •_ 



按照 （7( K 2)， i / inip oc : ~ r 4 . 对声频声子， M 成和床正比于 r 3 ( 见 （69. 10)) •于 
是，在这个情况，我们有 zccxl / r . 


§71介电体中声子气体动力学 


当正常碰撞的平均自由程 （U 远小于倒逆过程的平均自由程 （O 时， 

W<1, (7 -*° 

准动量近似守恒，使得低温下晶体中的声子系统在许多方面类似于寻常气体 • 
正常碰撞在气体（线度远大于 L 的）每个体元中建立内部平衡，而每个体元仍可 
以任何速度 V 运动.如果速度 v 和温度 r 仅在远大于匕的距离（和在远长于 
1/~的时间）才发生 a 著变化，则对它们可导出“流体力学”方 程组. 我们将在对 
速度 V 和温度梯度（它们将被认为是同阶小垃）为线性近似下来构造这个方程 
组.而且，为简化公式，我们将再次（像§69中那样）假定晶体具有立方对 称性. 

所寻求的一个方程表达能 M 守恒定律.它是通过将分布函数 （69. 2) 代人 
(67. 3) 和 （67. 4) 而获 得的. 当实现对 A : 的方向的积分时，〜（灸 • 和 

wtt / V 。 的积分为零 （ 比较 273 页的脚注）.函数仅通过 r 而依赖于坐标和 
时间.忽略包含乘积 vr 的项，我们求得 


^al +)8,rv# v = 0 * 


(71.2) 


其中 

= dE 0 /dT, 

占。是平衡能量密度，而 A 由 （69. 8) 定义 • 

第二个方程表达准动贵的（近似） 守恒. 它由动理方程 

— ■hu - V/V = C N (^V) +M7V) 

dt 


(71.3) 


(71.4) 
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通过以 （69.2) 形式的/ V 代人，乘以 t 后对 d 3 fc 积分，并按声子类型求和而获得. 
由于正常碰撞中准动量守恒 AC N ( yv ) 的积分为零.结果得到 

庆 < -v.pjy, (71 * 5) 

nt 

其中氏和 以由 （69. 8) 给出.方程 （71. 2) 和 （7. 5) 形成所寻求的介电体中声子 
气体的流体力学方程组. 

方程 （71. 5) 右边指数式小项（与 〃 u — 起的）描述倒逆过程的影响.当忽略 

这项时，准动量严格守恒.在这种条件下，未阻尼波能在声子气体中传播，类似 
于超流体中的第二声波 （ B . n . neuiKOB ,1946). 的确，由 （ 7 1 . 2 ) 和 （ 7 1 • 5 ) 消去 

V ，这种情况下我们得到 下列波 方程： 



S 2 T P ] Kfr 
,=^ Ai • 

(71.6) 


dt 


它描述具有速率为 

W 2 = 

(71.7) 

的温度振荡的传播. 




如早已提过的，低温下对积分况，/3 2 ,仏的贡献几乎完全来自频谱的声频支. 
对于线性色散关系 At ), 这些积分正比于尸；速率 （71. 7) 于是不依赖于温度， 
并且与声速为相同位级 ®. 

迄今我们假设晶体为无 限大. 在低温下，当声子平均自由程迅速增大时，实 
际可能出现这样一种情况，其中平均自由程变成与晶体的大小^可比较，甚至变 
得远大于 后者. 这尤其适合于指数式增大的 

让我们考虑这样的介电体中的热传递，它具有 L >>以下面将更明确规定 
此条件）但仍有 << L ; 后一不等式使我们能应用声子的流体力学方程 U A . 
Sussmann , A . Thellung , 1963 ； P . H . ryp > KM , 1964 ). 

由于晶体表面的微观凹凸不平性，声子通常从该表面无规反射（或称漫反 
射）； 这意味着声子气体的宏观速度 V 在表面处为零 • 然而，方程 （71. 2) 和 
(71. 5) 并不允许有这种边界 条件； 它们的解只能满足表面处速度的法向分量为 
零的 条件. 如寻 常液体的流体力学中那样，切向速度分量为零的边界条件要求 
考虑到液体的黏性 • 

在定态情况，方程 （71.2) 给出 ▽ • 即声子气体为不可压 缩的. 考虑到 

黏性要在（71.5)右边增加#4[的一项，类似于寻常黏性流体的纳维-斯托克 


①在具有声子能谱的各向同性液体 （低温 下的超流氦）中，总共只有一个声频支，其中 w = 于是 
)3, / fi 2 = U 2 - ，而第二声速是 1 ^2 = U / J 3 . 
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斯方程中的对应项.在定态情况，这个方程是 




VT AV - ^ lF V . 


(7 K 8) 


量 M 具有量纲 [ m 2 / s ] ，起声子气体的运动黏度的 作用炎 它的计算原则上需要 
相应动理方程的解.然而，对于数量级估计，我们可以应用寻常气体动理学理论 
的公式，按此有 

，- 2/ (71.9) 

IX ~ l^v 〜 U / 

当方程（7〗 .8) 中项 … V 与 M AV 相比较可忽略时，尺寸大小效应是占优势 
效应.例如，让我们考虑沿直径为的圆柱棒的热 传递. 是关于速度 V 变化 
的特征长度，因此 VVR 2 . 我们看到，如果 Ai /炉 >>〜，项〜 V 可忽略.利用 
估计 （71. 9)，这个条件变成>>/#，其中 

. / jV/ N (71 * 10) 

在有限物体中起有效声子平均自由程的 作用. 相反，如果 G >>“，物体的大小 
不重要，因而 （69. 14) 有效. 

当 /u »~时，沿棒的热传递过程是黏性声子气体的泊肃叶流 • 这可用有效 
热导率来描述，它确定能流密度为 - KfrVt 其中是沿棒的温度梯度•通 
过将 （71. 10) 代入表达式 K tff 〜，可以估计这个 热流. 在低温下，晶格热容 
Coer 3 , 而按 （69. 15),/ n 〜 u / j / n oc 厂 5 . 因此，有效热导率是 

__ r»2 rr> 8 r>2 / ? ^ i ^ ^ D ( 71 . 11 ) 


Ri 


KfU ocR 2 T \ 当 R 2 / l v «/ n « R ； v ； 

它随温度的降低而降低. 

最后，在更低温度下，当还有 / N >>/?时，声子相互之间的碰撞变成不重要 
(如寻常高度稀薄气体的克努森情况中那 样）. 于是物体的大小 K 起平均自由 
程的作用，有效热导率是 

K ^ CuRocT^R (71.12) 


( H . B . G . Casimir ， 1938). 


§72 介电体中的声吸收长波 

介电晶体中声吸收的特性，极大地依赖于声波波长与热声子平均自由程 z 
之间的关系.如果波长远大于/07<<1，其中/是声波波矢/的值），以弹性理论 
的方程为基础的宏观理论是有效的（见第七卷， §35). 按照这个理论，声吸收系 
数由两项组成，它们分别由介质的热传导和黏性确定.两项都正比于频率的平 

①纯定性地考虑这个问题，这里我们完全忽略了晶体的各向异性.必须记住，即使具有立方对称 
件，黏性也不是用一个标置黏性系数来描述，而是要用具有不止一个独立分贵的四阶张世来描述. 
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方.这里我们的目的，是寻求它们对温度的依存关系. 
热传导对声吸收系数的贡献，数 ft 级上由公式 

lKTa p 

y,h — ^2 

uC 


(72.1) 


给出①，其中 a 是物体的热膨胀系数， C 是每单位体积的热容， p 是密度.在高温 
r » 衫下， 热导率 Koci / r ， 而0和《不依赖于温度（见第五卷，§65, §67) •因 

此，在这个范围，依赖于 温度. 在低温下， y +的 温度依存关系（在理想晶格 
中）主要由热导率确定，当 r 降低时， y , h 指数式 增加. 

现在让我们来确定声吸收系数的黏性贡献部分 （ A . H . AxHe 3 ep ，1938). 
外声场通过引起晶格的宏观形变而改变声子色散关系.热声子波长远小于 
声波 波长； 因此，相对于热声子来说，可认为形变是均匀的，即，可以认为热声子 
是处于仍为有规则但周期性略改变的晶 格中. 按小形变的一级近似，这种晶格 
中的声子频率 o >( i ) 与未形变晶体中的声子频率值由下列形式的公式 

co(k) = ， ( 灸 )(1 +AJ) (72 . 2) 

相联系，其中 


V 

2 ^ dx fi dx a ) 

是应变张量，而是位移 矢赓. 晶体的特征张量—般依赖于 At ; 然而，对具有 
线性色散关系的长波声频声子，它并不依赖于 A ： 的绝 对值. 

(72. 2) 中的括号内还应包含形式为 A ▽ x " 的一项，它表达下列平凡事实: 
如果形变引起晶格体积元的转动 （▽ xi //0) ，这改变了（倒易晶格）轴的方向， 
色散关系中声子的准动 M 是相对这些轴定义的；项 A Vxl / 应描述 A 的相应变 
化.我们在 （72. 2) 中没有写出这项，因为先验地显然它不能影响我们这里论及 
的声波中的能量 耗散： 实际物理效应（耗散）不能依赖于矢量▽><"，即使对于物 
体整体的纯粹转动，它也不等于零. 

由于晶格形变引起的声子分布函数的变化由动理方程 


dN • dN - 

- (O 十 ~ Z ： / 

da) dT 


: C ( N ) 


(72^3) 


给出，其中 C ( A 0 是声子声子碰撞积分 （67.6) ， f 是由形变必然引起的晶体中给 
定点的温度变化率 • 以通常方式将这个方程线性化，并应用 （67. 15) 所定义的 
I ，我们可以将它化至下列形式： 


①为明确起见，我们给出每单位路程长度的吸收 系数. 对于每单位时间的系数与频率和温度的依 
存关系是相同的，因为两个系数的定义仅相差一个恒定因数声速 ♦ 
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^Vo 

da ) 


(A 心岵 


争 


= 心）， 


(72.4) 


其中/( I )是线性化碰撞积分 （67. 17). 方程 （72. 3) 左边的导数 A 已借助于 
(72. 2) 予以 变换； 此处及以后将略去未扰频率的上标 （0). 

导数 * 原则上可以借助于同一张 M 来表达.将方程 （72, 4) 两边用仿 
乘，对 A : 空间积分，并对所有声子频谱支求和，由于碰掩中能贵守恒，结果右边归 
结为零.方程左边给出 


f “ 


(72.5) 


其中 X # 是张摄对 w 2 dN 0 / dw 求平均的 结果. 在高温和低温两个极限情况 
下， X # 都是不依赖于温度.的确，当 r >>@ 时，求平均中重要的声子是具有与温 
度无关的准动 M _ ~ l / d 的那些声子.而当 r <<@ 时，长波声频声子是重 
要的声子，具有 Am 不依赖于 I 因此求平均再次不会导致对温度的任何依存性. 


用 A 


，我们将动理方程写成 


仿^叉 却 心咕 = /0 r ) 


(72.6) 


其次，让我们推导关于非平衡声子气体中能 fl ： 耗散的公式.我们从玻色气 


体每单位体积的熵的表达式 出发: 


又 [{(/V + l ) ln (^ + l ) - NIn / V } 

a ^ 


d 3 A: 

(2tt) 


(72.7) 


3 


(见第五卷， §55). 这个表达式对时间求导数给出 


(72.8) 


g 




这里用积分 C ( A 0 代替沁（比较 §4) 并适当地重新命名表达式 （67. 6) 中两项内 
的变 M 和心，我们可将 S 化至下列 形式： 




o > 3 ) 


g \ g 2 f 3 


In 


(/v, +i)yv 2 /v 3 


'[(/ V t +1)^3-^(^ 2 +1)(^+1)] 

蝙 


d 3 fc,cl 3 /c 2 

(2it)~ 6 


用 r 乘上式给出耗散函数，即，每单位时间和体积所耗散的能最. 代人 N = N 0 +5 iV 
(用 （67. 15) 形式的 5/ V ) ，并保留以 S/V 的幂展开式中的第一（二次）项，我们求得 




W ( 灸2，灸3;灸 1)8( 


一 0> 3 ) X 
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( iV 01 + 1 ) N Q2 N 03 , —X 2 ~~X3 )" 


d 3 M 3 h 


(2tt) 


(72.9) 


上述公式足以确定声波吸收系数的温度依存关系.让我们首先考虑髙温范围. 

在这个情况，碰撞积分 /(； t ) 包含温度因数尸（见§68开头）.在动理方程 
(72. 6) 左边我们有 wdN 0 / dw - - 77 w , 而且对绝大多数声子频率 <0-0 不依赖 
于温度.因此，对于这些频率，我们有 



由表达式 （72. 9) ，其中应令 N 0 « T/u> >> 1,现在我们求得耗散函数不依赖于温 
度.对于吸收系数同样也是正 确的； 它是通过将耗散函数除以声波中的能流密 
度而获得的，而后者也是不依赖于温度的».因此，当7>>0时，声波吸收系数 
的黏性部分和热传导部分都是不依赖于温度的 • 

在低温下，首先必须强调，与热传导问题的一个基本差别是：即使忽略倒逆 
过程（低温下其频率很小），声波吸收系数也是有限的 • 注意到在热传导的情况， 
当忽略倒逆过程时，动理方程无解；这是因为将这个方程乘以丨并对整个声子谱 
积分后会引致矛盾的结果.•方程右边变为零而左边显然不为零 （ 比较 （69.6)). 
然而 ，对 于方程 （72. 6) ，并不出现这样的矛 盾：因 为它的左边是 * 的偶函数，乘 
以灸后变成奇函数，而对 d 3 & 积分变为零.同时意味着，含有倒逆过程算符的 
项，即 WuQ ), 它的积分也 为零. 因为这不是由任何守恒律所保证的，因而对动 
理方程的解强加了一定条件：函数; t (幻必须是灸的偶函数（因而 （ AT ) 是奇函 
数，因为 容易证 明算符/并不改变 I 的奇偶性） • 这个条件消去了归因于（当没 
有倒逆过程时）存在形式为 AT • SV 的“寄生”解的任意性.因为它是 At 的奇 
函数，从而保证了这些过程不存在的极限情况下的正确过渡 • 

当 r <<0 时，具有能 M 〜 r 的声子在碰掩积分中（和在耗散函数中）是最 
重 要的. 这些是频谱声频支中的长波声子；它们的频率随 * 线性变化，因此它们 
具有 k 〜 T / u . 根据 （66. 14)，对于这种声子的碰撞，在积分 （67. 17) 中函数 u ； 是 
wockk } k 2 . 分布函数 iV 。 仅依赖于比值所以当时有 ； V 。 〜 1. 积分是对 

d 3 A ： ; = yd/^d 〃，求 积，而对卜是在~ 7" 的区域 • 因此，每个因数^ ，& 2 对积分贝 
献一个因数而 5 函数给出因数 1/7\ 从而整个积分，在其对温度的依存关系 
方面估计为 A^ 4 . 当 w ~ r 时，动理方程 （ 72. 6) 左边不依赖于温度 • 因此，当 

时，我们有 


然后，积分 （72. 9) 的类似估计导致这样的结果，耗散函数，从而声波吸收系数的 
黏性部分反比于因此 
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r vi 9 < xo > 2 / r , 当 r « 0 . (72, 10) 

对倒逆过程没有任何需要，其结果是这部分吸收系数仅以幂律随温度的降低而 
增加，而不是按指数律变化. 

前述推导过程中耗散函数的应用，使得有可能回避将晶体中的黏性应力张 
ffl 通过声子分布函数来表达的问题.这不是一个平凡问题，因为实际动最流张 
敢是复杂的，这个动与声子的准动 M 不相同.我们将阐明怎样从耗散函数的 
形式推导出这个表达式. 

为此，我们再次从积分 （72. 8) 出发，现在将其中的导数 A 写成动 理方程 
(72. 6) 左 边的表达式.被积表达式中的对数写成下列形式[见 （67. 16)]： 


In 




N 0 


2L 

T 


结果求得 




g 


d 3 ^ 

(2tt) 3 


(72.11) 


其中 8yV= - xdN 0 / d < o . (根据 A# 的定义，具有代替; r 的因数的项恒变为零）. 
代替 A# ，这里我们可以简单地令它为 A^, 因为根据对 5/V 所强加的 

补充条件 （67. 1 4) 含有常量因数的项为零. 

另一方面，（每单位体积的）耗散函数可以通过黏性应力张量 cr。 表达为 




a 、 〜（比较第七卷， §34). 因此，与 （72. 11) 的比较给出黏性应力张 W: 的下列 
表达式： * 


g J 


d^k 

(2tt) 


(72. 12) 
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在短波的相反情况下，//>>1，可以认为声波阻尼过程是当声景子与热声子 
碰撞时个别声量子被吸收的结果 （/I. fl. /[aHAay,IO. 5. PyMep, 1937 ). 为了使这 
个处理方法成为可容许的，热声子的能最和动景必须充分精确地予以确定 ：当通 
过一个声 ffl 子的吸收而改变时，由于有限平均自由程，它们必须进入 fl 子不确定 
度以外的范围，这个条件由不等式刀所保证.实际上，这种情况仅在低温 
下，当平均自由程变得充分长时，才能出现. 

在一级近似下，即，当考虑涉及坡少》声子的过程时，我们有三声子过程： 


+/ = 灸 2 ， O), + O) = co 2 ^ 


(73.1) 


其中和/是声量子 的能最 和准动 a, 而叫，幻和扮 2 ，心属于热 声子. 后者是 


C0' 為〜 T;k"k 广 T/U. 我们以下将假设 
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(73.2) 


ho ) « T . 

于是0>|，0> 2 和卜，& 2 分别远大于 w 和 /• 


如我们在§68中曾经看到的，守恒律 （73. 1) 仅当热声子速率超过所吸收 


(或所发射）声最子速率时才能得到遵守.我们将不深入各种可能情况的讨论, 
而假设声波不是“纵”波 （ 即，并不对应于具有最大速率的声子谱的声频支），并 
假设所述条件因而是满 足的. 因为 w 和/很小，初态和末态热声子一般属于声 
子谱的同一声 频支； 在低温时，它们是长波 声子. 

三声子过程中声子发射和吸收的概率由公式 （66. 9) 或 （66. 11) 给出 • 同时 


占有数'=~(1)和％曰々(灸 2 )由普朗克平衡分布函数（67.9)给出.宏观声波 
对应于给定声子态/的很大占有数；与此相比较，“1”当然可以 忽略. 省略因数 
N ( f ) ，我们获得每个声 M 子的 概率. 

因此，在声景子与具有一切可能幻值的热声子的碰撞中，声讀子的吸收概 


率由下列积分 给出： 

J Ak x k 2 fl \ l l ( + 1 ) 8( ^ a ) - (o 2 


(2 tt 7 3 


(73.3) 


通过所有可能的声子心的声子 / 的发射这种逆过程的概率是 

jAk.kJN.iN, +l)8(a> t + 似-叫 ） ^^T. (73 . 4) 

按照 （66, 14) ，公式 （66.9) 和 （66. 11) 中函数 w 可写成形式这里考虑到 

了所有三个声子都是长波声子 M 是所有声子的•方向的函数 ）• 

声子吸收（声子数的相对减小率）由这两个概率的差值确定 • 因为频率 ⑴ 


远比叫和％小，我们有 


d/V 

/V,(^ 2 +1) -(% +1)7V 2 =' 鳴 = L a>. 

dCOi 


因此，吸收系数是 


r 



⑴ f 

m 


Ak } k 2 


dN 、 

do ) % 



(73.5) 


我们感兴趣的是这个最对声频率 w 和晶体温度^的依存关系 • 它由下列事 
实完全支配：（73.5)中所有频率都是波矢的线性函数 • 为简化讨论，取 w =吵， 
0>, = U \,6> 2 ，就足够了，其中和 U 是不依赖于方向的速率. 

因为/很小，我们可令根据相同理由， 


a > 2 



/= a/cos 6 = 0 ) —cos 0 ^ 


其中6>是/和 / r 之间的 夹角. 于是 


§73 介电体中的声吸收短波 


• 289 • 


5 ( | + ^t> — (0 2 ) = — 8( 1 — rrcos $) , 

(0 U 

而积分 （73.5) 变成 

yocayj Ak \ 

或者，除去 S 函数后， 

7^(0 j g 篆 dk,. 

因为/V ,仅是比值 0 ,/:r = uh/r 的函数（由于迅速收敛性，对卜的积分可扩展至 
00 )，余留积分正比于 r' 因此 


dN, 

do) 


u 


8( 1 - y^cos 0)/c 1 d/c,dcos 6 y 


(73-6) 


y oc ojT 4 . 


(73-7) 


这里，声吸收系数随频率线性 变化. 

用上面所假设的条件 （73.2), 所述的声衰减机理完全类似于等离体中的朗 
道阻尼.这里“共振电子”由随声波同相运动的声子所代表.因此， （73.6) 和朗 
道阻尼公式 （30. 1 ) 之间自然地存在相似性. 
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§74 费米液体中准粒子的动理方程 


关于正常费米液体中准粒子的动理方程，早已就振荡在该液体中传播的问题这 
方面讨论过（见第九卷，§4和§5)，对于这些问题，方程中的碰撞积分是不重 要的. 
现在我们将继续讨论其动理方程，以便将它应用到与碰撞特别有关的耗散过程. 

费米液体中的准粒子具有自 旋为 一• 相应地，它们的分布函数—般情况下对 


于自旋变量是矩阵，然而，对于广泛类型的问题，其中只考虑4、依赖于自旋变量的 
分布就足够了.这种情况下，分布函数简化至标量函数 n ( r jP ) ，这样归一化使得 
r 7 d 3 P /(2 Tr ； i ) 3 是单位体积中具有动鼋在 d 3 p 范围和给定自旋分量的准粒子数. 


费米液体频谱的特征性 质是： 准粒子的能量 e 是分布函数的泛函 • 当后者 


有小量改 变时： 

n ( r y p ) = n 0 { p ) + 5^( r , p ) 

(其中是平衡分布），能量的相应改变是 


(74.1) 


^e(r,p) = 


(74.2) 


其中 /( P , P '〉 是准粒子相互作用函数.因此，分布 （74. 1) 对应于准粒子能董 

e ( r , p ) = s 0 ( p ) ^ be ( r t p ) , (74’3) 

其中心 （ P ) 是对应于平衡分布的能量 • 

动理方程是 


dn ds dn be dn 、 

-— + — - - -— = C ( n y ♦ 

dt dp dr Sr dp 


(74.4) 


它的特征性质是，在不均匀液体中，即使没有外场，方程左边也含有涉及导数 
dW 的项，这是由于 e 对坐标的依存关系 （74. 3). 

方程 （74. 4) 右边的碰撞积分具有 形式： 
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C ( n ) = J w(p , p ^； p \ p \)[ n f n \( \ - n )( \ - n ^) - 

d 3 p.d 3 p , 

一 nn A ( 1 - «/) (1 - n \ ) ]8(/? +6^, - e ' - e \ )—~ j ^"， (74. 5 ) 

其中 '， n ', 是互碰准粒子动量的函数.假设早已考虑到碰撞 
中的动量守恒定律，因此 P + P , = 〆 + 〆 ,；从而 （74. 5) 中的积分（不是对三个而 
是）仅对两个动量求积.能董守恒定律由明显写出 S 函数而予以保证.最后 ， w 
是动量的函数，它确定碰撞槪率.方括号中的第一和第二两项分别给岀作为碰 
撞的结果进人和离开特定量子态的准粒 子数. 它们与玻尔兹曼气体的碰搶积分 
中对应项的差别是这里有因数 （1 _〃）， 等等. 这些因数的出现归因于费米统计 
法，由于此因数，碰撞使准粒子进入未占 有态. 

玻恩近似一般不适用于费米液体中准粒子的碰撞.然而，正、逆散射过程的 
槪率仍可认为 相同. 我们所考虑的量是早已对准粒子自旋方向求平均后 的量. 
在这些条件下，散射槪率仅依赖于互碰粒子的初动最和 末动里 • 这使我们能够 
应用§2中推导细致平衡原理的形式 （2.8) 时的同样论据.这里重要的是，费米 
液体中仍然有空间反演下的不变性.这样一来，我们得出下列等式 

；P ^P \) ;P’,P’i )， 

这在碰撞积分 （74. 5) 中早已应用过 • 函数 w —般依赖于态占有数，因而依赖于 
温度 • 然而，因为温度很低（整个费米液体理论中的重要之点），碰撞积分中的如 
应理解为对7^=0所计算出的函数. 

其实，当我们用费米平衡分布函数 

, 、 r s -/Ji 1 1 (74.6) 

n 0 O) = exp + 1 

代替 n 时，积分 （74. 5) 恒等地变为零.因为 



我们立即看到能量守恒定律导致等式 

n o n oi _ n o n (n _ (74.7) 

( 1 -汀 o ) ( 1 - 汀 o _ ) ( 1 - rig ) ( 1 - n ' 0l ) 

让我们阐明如何借助于动理方程通过分布函数来表达费米液休中的质 fi ， 
能置和动量守恒定律.准粒子能》对其分布的依存性使之成为一个相当特殊的 
问题. 

我们将方程(74.4)两边对2//?/(271；0 3 积分（因数2是考虑到自旋的两个 
可能方 向）. 由于碰撞中准粒子数守恒， CO ) 的积分 为零. 在方程左边, 
^ ( dn / dp ) - ( M / dr ) 的项用分部积分，于是方程变为 
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a/v 

dt 


+ ▽ 





其中 / v 是准粒子的数密度, 



(74.8) 


而 I ； = ds / dp 是准粒子的速度灸这是准粒子的连续性方程，因此/是准粒子流 
密度.因为费米液体中准粒子数与实际粒子数相同， i 同时也是实际粒子流密 
度，所以/ = ( p / m ). 

现在让我们对方程 （74. 4) 两边首先乘以 p 后再实施上述同样运算.因为碰 
撺中准粒子的总动 E 守恒，的积分 为零. 左边用矢 it 分量写出是 

d ( p a ) r / dn de dn ds \ 2 d 3 p 

dt + J Po 1 dx 0 dp p dp fi dxj (2 nfi ) 3 * 

第二项中的被积表达式可以重写成 


d ( de \ de d I de \ 
dx fi [ P < t dp 0 n ) + n dx a dp fi \ Pa dx fi n )' 

积分后，第三项给出为零，第二项给出液体能莆密度 ^ 的导数注意到费 
米液体中准粒子能暈通过内能的变分来确定； 

8£= f ,5, ( 74 . 9 ) 

J (2ttH) 3 

因此我们有下列形式的动 M 守恒方程： 




0, 


其中动 ft 流密度张量是 


Uafi = (Pa V fl) (ff) 二 £)• 

最后，方程 （74. 4) 两边乘以 s 并积分，我们类似地获得能最守恒 方程: 

dE/dt + ▽•矽= 0, 


(74.10) 


其中能流密度是 

〆 、 (74.11) 

q-{ev). 

在平衡时，所有流纟 W 和77#均为零.关于这些獻，我们可以推导它们对受 
扰分布 04. 1) 中小校正 & rt 为线性的表达式 • 

平衡函数〃。仅依赖于准粒子的能 M , 它本身又是对应于平衡分布 • 这个事 
实用对 s 的下标“0”来表示，我们以更明确形式写出定义 （ 7 4. 1): 


①这里和本节的以后 部分 〆 …〉表示对分布《的积分: 

2d 3 p 


〈 • • • 〉 ： J ••• 


<2以） 3 . 
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n (/•，/0 = n 0 ( e 0 ) + bn ( r , p ). 
如果将 〃。表 达为准粒子实际能量 e 的函数，我们必须令 


(74.12) 


^0 ( ^0 ) = n o (^) - 


a 几 a 

^7’ 


受扰分布函数于是变为 


( r , p ) = n 0 ( e ) + M 厂， P ) ， 


bh 


dn 0 dn Q 

8 „_ 8 ^_ = 8fl ._ 


\ f { py ) hn { ry ) 7^ 


(74. 13) 


de de J …… （2 W) J 

因为在积分 （74.8)—(74.11) 中 〆 和 i ; = de / dp 已是准粒子的实际能最和 
速度，用 （74. 13) 形式的 n . 代入其中就够了，于是立即给出 


i = v bh 


2 d 3 p 

(2tt^) 3 


= f 


8 h 


2 d 3 p 
(2 ir 方 ） 3 


(74. 14) 


n 


bh 


2d 3 p 
(2^ rft ) 3 


(在最后一个表达式中，我们还应用了 （74.9)). 现在，因为 W 的一阶项已经分 
出，我们当然可以在积分（7< 14) 中把 e 当作 &( p ) 处理. 

就像已多次作过的那样，我们将5〃 表达为 


8 n = - 


dn c 

de 


(74. 15) 


在这个情况，因数 dn 0 / de 的分离具有特殊意义.微扰 M 集中于费米分布的漫 
变区.导数如 。 /de 也正好在该区域显著异 于零； 当这个因子被分出时，余留部 
分汐是慢变函数.与 （74. 15) —起，我们将写成 


^ dn 0 n 0 (\ - n 0 ) 

bn = 1 忑： — T ― 中 


(74.16) 


其中 




dn 0 (fr f ) d 3 p 


de 




(74. 17) 


( 2ttH) 


在对小比值 7 V £： F 的零级近似下，函数 n Q ( e ) 可用在极限能量 
跃函数来 代替. 于是 


处截止的阶 


dn Q 

de 


= - e F ), 


(74. 18) 


对 d 3 P 的积分归结为对费米面^ = 心上的 积分. 动量空间中两个无限邻近的等 
能面之间的体积元是 


dSds (74.19) 

I ds/dp I * 

其中 dS 是等能面上的一个面元.因此对 d 3 p 的积分变成按公式 

| -8(^-^ F ) d 3 p = J ••— (74.20) 

在费米面上的积分，其中是费米面上的速度值.这个公式并没有应用费米面 
是球形；在球面上， dS F =/4€10，具有恒定/>^ 

经过这个变换后，定义 （74. 17) 变成 


<p{r,p) =iff(r,p) + | f{p ,p\)^{r,p\) ^ f ^ -~y3 ， 

其中 p F 表示费米面上的动量（具有可变方向！） • 粒子流的表达式是 

. f v F 2 d 5 F 


(74.21 ) 


(74.22) 


(74.23) 


而动量流由类似表达式给出.在能 ffl 流中，近似 （74. 18) 显然不充 分：它 会使分 

简单地化为运流能量传递心|\下列表达式中的第一项 

.f / , dn 0 2 d 3 p (74.23) 

为使碰掩积分线性化，必须注意到作为实际能44 S 的函数的平衡分布 
n 。 （幻使碰撞积分为零①.因此，线性化是通过代人形式为 （74. 13) 和 （74. 16) 的 
n 而完成的，具体计算类似于从 （67,6) 变至 （67. 17) 所进行的 计算. 将 （74.5) 
中方括号内的表达式写成下列形式 

a - n)(i - n ,) (卜 o(i 

L1 一 n 1 — fi, 1 fi 1 — n, J 


并且注意到 




n o i 


1 - 


结果得到 


C ( n ) =/(< p ) =-~| 觀 0 〜 （1 一 a ’。) ( 1 -打 ' 0I -屮 


Ue r 


-A ) 


d 3 /5 ,dV 


(74.24) 


八 U V 。 » O ! O 1 / (2 开 /j) 6 • v ^ , 

现在把注意力转到（要通过求解动理方程）寻求的分布函数的微扰，出现在 
碰撞积分中的形式，如出现在流的表达式 （74. 14) 中那样是相同的沾.如果动 


①应着重指出这个说明的一般 性质. 它适用于涉及费米准粒子的任何碰撞积分，而不仅适用于积 
分 <74,5). 
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理方程 （74. 4) 左边可以省略的项（如在计算热导率和黏度中那样，见下节）， 
则准粒子相互作用函数 /( P , 〆 ） 并不明显出现在结局方程 中：对 未知敢 M 的带 
/的方程与对未知量 Sn 的/=0的方程相同.换句话说，在这类问题中，“费米液 
体”效应并不出现，形式上与费米气体的情况完全相同. 

我们将证明特定一类问题中出现的同样情况.这类问题中，动理方程左边 
必须保留的一阶项.如果函数不依赖于坐标，这些项是 


d^n dhn 3n.Q 

dt dr dp dp 




Shs 

dr 


dbn 


+ v 


dbn 

~ d 7 


-v 


3 n 0 

de 


告 ]V(P，P Wr ， 〆) 


( 2 nh ) 


用 （74. 13) 的沾，它们变成 


dbn 


dbn 

dr 


(74.25) 


如果可以忽略时间导数项，这里又只有沾出现. 

这些陈述不仅对电中性费米液体适用，而且对金厲中的电子液体仍适用，后 
者将在下一章中考虑.为此，以及为了不必再回到这个论题，我们在这里将作几 
点补充评注. 

如果准粒子携有电荷 - e ， 于是在有电磁场的情况下，导数 - de / dr 还包 


- de / d /* 还包 


含作用于电荷上的洛伦兹力的补 充项. 因此，动理方程左边包含一项 


_ e (£：+ 丄[七>< 忍 1) • 

c I dp 


dn 

dp 


电场一般假设为很弱，在 • dn/dp 的项中令 n = 〜就足 够了. 磁场项对仅依 
赖于 s 的函数幻恒为零.然而，如果场很强，必须也保留 以的一 阶项.这些 
项是 


XB ) 


dhn 
9 ~dp 


e I 

C \ 


dbe 

~dp 


d ^ i 0 


- (v x 忍） 


dbn 8 n 0 ^5 g 
dp de dp 


(其中 P = ds 0 / dp ). 大括号中仅依赖于 e 的因数 dn 0 /ds 可取至 d/dp 后（它的 
导数平行于 V ,因而用 V Xi ? 相乘时给出结果为 零）. 因此，这些项归结为下列 
形式 


- [ V X fl] 


dhn 


(74.26) 


它又是仅包含 Si 


§75费米液体的热导率和黏度 

费米液体的黏度和热导率对温度的依存关系，可通过简单定性论据予以建 
立 （ M. 5L FIoMepaHHyK ， 1950) • 



按照气体动理学理论的初等公式 （8. 11) ,黏度是 T ； 〜 miVi )/， 其中 m 是粒子 
质是粒子数密度 j 是平均热速率和/是平均自由程.目前这个情况，动理 
学理论的粒子是准粒子，但因为二者数目相同，乘积 m / V 是不依赖于温度的贵， 
即液体的密度①.速率其中 h 是费米面上与温度尤关的速率.平均自由 
程/〜 tyr , 其中 t 是准粒子碰撞之间的时间.这个时间随温度如 r _ 2 那样变化 
(见第九卷，§ 1)，所以对黏度也有 

(75.1) 

r/ oc 7 • 

热导率按公式 （7. 10) 估计： / c 〜 c / VW , 其中 c 是（每个粒子的）热容 • 对于费 


热导率按公式 （7. 10) 估计: 
米液体，因此 


厂 1 . 


(75.2) 


关于7/和 ac 的精确确定，我们必须应用动理 方程. 例如，热导率的计算序列 
如下. 

对动理方程 （74.4) 左边，按§7中对经典气体热导率的计算程序那样，类似 
地进行变换. 

设液体中有一温度梯度，并且液体是宏观上静止的.后一条件意味着整个 
液体中压强恒定，且温度分布是定态的.在方程（7 4 . 4 )左边，我们用 〃和 e 的局 
域平衡表达式（具有温度在整个液体中变化）代人.于是=0,仅剩下 
v • 项(我们省略对 s 和 c 的下标 “0” ）• 函数 n 仅涉及组合 ， （f _ M ) /广 
又因为我们将仅寻求 （ r-^o 时的）极限形式，化学势 / i ( r ) 可取其^ = °时的值 
(它与极限能 ffl 心相同），于是 




dn 0 

^dr 


dn 0 

~dT 


VT)= 


n 0 (\ -n 0 )(s -fi) 




而动理方程变成 


n 0 (\ ~n 0 )^v - Vf = /((p) 


(75.3) 


用 （74. 24) 的 /(< p ). 这个方程的解必须服从下列附加 条件： 


= 0, 


r v ^_ iV _ =0 , (75 * 4) 

J ^ de (2tt^) 3 

它表达没有任何宏观质量传递.由于这个条件，能流 （74. 23) 中仅剩下第二项. 

如在§75中早已注意到的，方程组 （75.3) 和 （75.4) 并不显含准粒子相互 
作用函数，所以费米液体中的热传导问题（同样适用于黏性问题）与费米气体中 


①因为我们将寻求函数在低温下的极限形式，这个极限当然是意味着对所有摄当厂 — o 时趋 
于有限值. 
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的同样问题形式上完全相同. 

在所有积分中，最重要区域是费米分布的漫变区4 〜^的范围；准粒子 
动量接近费米球半径，在这个范围 e - /ul = v r (p - p F ), 任何地方动量不是作为 
差值 P -/ V 出现的，我们可以令 P = P F ，而速率可以处处令它等于 tv 特別是，在 
u ； 中可以这样做，于是 w 变成仅是描述矢景 P ， P ,, 〆 ,，, 相对取向的角度的函 
数. 对于给定 P 和 P ,, 动量守恒定律固定了矢量 〆 和 〆 ， + P , 之间的角 
度； 对这个角度的积分除去了碰撞积分中的 S 函数 • 剩下对绝对值/>,和 P ' (和对 

其它角度变量）的 积分. 对这些绝对值的积分用对的积分来代替，其中 
ii = u- M )/r = t ； F ( P - p F )/: r 是分布函数％所依赖的变 fi ; 鉴于其迅速收敛性， 
这些积分可以取为从 - 00至00 • 于是我们求得整个积分 /(#) 正比于7\而 
(75. 3) 的解是 

(p = — T~ 2 g(u)v • VT. 

当将这个函数代入 （74.23 )，对 i ; 的方向积分，并使热流取《= - kVT 的形式, 
具有 


Sttv f p 

3 T 


00 


ug(u) 


Sn 0 

du 


du 


因此我们再次看到 koct - 1 . 

碰撞积分的上述简化足以精确求解动理方程（对黏性问题同样是正确 的）. 
所获得的对 AC 和的公式，将它们用参化和心表达，而函数 W 对方向适当地 

求平均①. 


§76 费米液体中的声吸收@ 


我们注意到（见第九卷， §4) ，费米液体中波传播的性质基本上依赖于乘积 


的值，其中 T 是平均自由时 • 

当时，我们有寻常流体力学声波.（每单位距离上）这些波的吸收系 
数 y 对频率和温度的依存关系可以由熟悉的公式7 ~; T //( P “ 3 ) 求得，其中巧是 
黏度， p 是液体的密度， U 是声速（见第六卷， §77). 因为费米液体中 77 CC 厂 2 ,我 


们有 


y oc 


co 2 /T 2 . 


这个结果可以更加形式地予以推导，注意到吸收是由声波色散关系 


k —- ( 1 + \Ot(OT ) 



(76.1) 

(76.2) 


① 见下列文献 ： Brooker G . A. ， Sykes J . — PHys . Rev * Lett . ， 21( 1968) ,279. 

② 本节的结果应归于朗道 
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第八韋置子液体 


中（相对于小参量）的第一校正项所描述，其中《是 常数. 这个表达式（对实频 
率）的虚部给出 y ; 因为 r «： T 2 , 我们回到 （76. 1). 

当 〜 1时，吸收变成很强，因此声波的传播是不可能的. 

当 6> T »1 时，弱阻尼波（所谓 零声） 的传播又变成可能的.吸收由色散关 
系中校正项描述，在这个情况含有小参 l /( io > r )： 


灸 = ， 1+ 垃） （76.3) 

U Q (OT 

(其中~是零声传播速率）.吸收系数从而正比于碰撞 频率： y cxl / T ， 后者本身 
又正比于准粒子分布漫变区宽度的平方.当^> << 这个宽度由温度支配，所 
以 1/ T « r 2 , 而吸收系数是 

y = aT 2 , T » ha ) » h / T * (76. 4) 

然而，如果“ >» 7 X 但仍有 << e F 作为整个理论的适用性的必要条件），分布 
在宽度〜的区域内是漫变的.于是零声的吸收是 


y = bo) 2 ， hw » T, V . J 

特别是，这个情况包括^ = 0时所有频率的零声.下面将证明公式 （76. 4) 和 
(76. 5) 中常量 a 和6之间有一个关系. 

寻常声与零声吸收性质的差别归因于其物理本质上的差别.对于寻常声 
波，远小于波长的任何体积元中，一级近似下准粒子分布对应于液体在给定局域 
温度和速度下的平衡.在这个近似下，没有任何耗散，仅当我们考虑到温度和速 
度梯度对准粒子分布的影响时才出现声吸收.然而，对于零声波，振动本身引起 
每个体积元中分布函数偏离平衡，准粒子的碰撞引起声的吸收. 

按照正常费米液体理论的基本概念，这种液体中的准粒子在一定意义上可 
以被认为是围绕粒子的自洽场中的粒子.在零声波中，这个场是时间和空间上 
周期性的.根据设子力学一般定则，这种场中两个准粒子的碰撞伴随着它们的 
总能量和总动量分别变化为和我们可以说碰掩中发射或吸收了一个“零 
声量子”®.这种碰撞的总效应是导致声最子总数的 减少； 声吸收系数正比于这 
个减少率. 

用这个处理方法，零声的吸收系数是 


r 


n 2 ( 1 - n\ )(1 - n r 2 ) - - n, ) ( 1 - n 2 ) } x 

■ 


-e ] - e 2 -h(o)b(p[ +p 2 ’ -p 2 - hk) 


d"p^p 2 d'p\d y p f 2 
(2tt^) 12 . 

(76.6) 


①由一个准粒子的“零声量子”的这种发射（或吸收）是不可能的，因为零声的速率超过费米速 
率 tv . 
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被积表达 式中； 明确显示保证碰撞时满足能量和动發守恒的5函数.大括号中第 
一项对应于吸收一个量子的碰撺，第二项对应于发射一个量子的 
碰撞 〆 函数 V ，它与“辐射”碰撞的概率有关，由零声波的性质确 
定； 而零声波本身可以被认为在 r =0 下传播（见第九卷，§4)，于是 W 不依赖于 
温度①. 

然而，如果我们仅试图通过极限情况 <<： r 下的值来表达吸收系数，则无 
需知道函数 t 为此，我们注意到积分 （76. 6) 中准粒子能最的唯一重要值是费 
米分布漫变区中的那些值.在这个区域，被积表达式中迅速变化的唯一因数是含 
有函数 nU ) 的那些.而且，当我们从^ << r 转到^ » r 时 ，（76. 6) 中的对角 
度积分几乎不变.因此，仅对能量来计算积分 

i = | {/1,/1 2 (1 -n; )(1 - O -n\n 2 ( \ - /i, ) ( 1 - ) } X 

x b(s\ + e\ - e x - e 2 - ho>) dexds 2 ds\de f 2 (16.1) 

就足够了 . y 和•/之间的比例因数仅依赖于 w 而不依赖于所以它可以由 ka )/ 
T «\ 时 y 的极限值确定 • 

当然，在积分 （76. 7) 中，我们可以忽略波中分布函数的微小畸变，令 


U ) 


exp 


£ -JM 


引进记号 


E 一 fX 

T , 


h(o 

下， 


我们有 


= r 3 


(1 - e -《）5(? 


l)(e” + l)(l 


x 2 - f) djc l dx f 

e~ M，, )(l +e'* <2 ) 


由于积分的迅速收敛性，积分范围可以扩展到从 - 00至 * . 

为完成积分，我们变换到变量: Ti ， w 2 ，其中 y =x - x’，u = e ' 对 

的积分是初等的，给出 


和 


〜 (1 _ e -, )jf // / — 


S(r, +^)du 1 du 2 dy,dy 2 


(1 一 


)J J 


J o J (u, +l)(a 2 + l)(u, +e ri ) ( u 2 + e yi ) 

y.y 2 S(yi +y 2 +g)dy,dy 2 _ 

~(1 一〜卜^)— = 


nt> 


，以 ”)卜 


①为避免误解，必须强调函数正与碰撞积分 （74. 5) 中的 w 不相同 • 



■ 



为计算两个发散积分之差，我们首先采用有限下限写出 


T^J 


y (彡 +r)dr 


y;qy 一 | 


r(r )办 


2 奶 


/A 

ydy - f y(y -Qdy 


AH 


因为打算取极限 A — OO ，我们忽略第二个积分分母中的义第一个积分进行变换 
如下： 


0D 


ydy 




0 


>dy 一 


2 


0 


/( 


)dy 


2 


ydy 


o 


2 , 


消去相同项然后取极限 A 


，最后我们有 

= 字(卜 




y 和•/之间的比例因数，如早已提过的，可由条 件：当 
(76.4)有 7 =(^ 2 而求得.这给出 


<< 1时我们由 


r = 


hco 

2 tt 


n . 


(76.8) 


特别是，在高频极限 » 7\我们因此获得 


㈤ ， 


(76.9) 


它建立了 （76. 4) 和 （76. 5) 中系数之间的 关系. 


§77玻色液体中准粒子的动理方程 

如果玻色超流体中准粒子的平均自由程远小于问题的特征尺度，液体的运 
动由朗道的双速流体力学方程描述（见第六卷，第十六章） * 这些方程中的耗散 
项包括几个动理系数（热导率和四个黏性系数）•这些系数的计算要求对各种散 
射过程进行细致讨论，过程的多样性是由于存在两类准粒子（声子和旋子）.实 
际上，在液氦中，由于初始部分声子谱的不稳定性，情况变得进一步复杂化•这里 

将不讨论这类问题. 

当温度降低时，准粒子的平均自由程增加（即使仅由于准粒子的数密度减 
少）.因此，在充分低温度下，很容易有准粒子系统本质上的非平衡性.在这些条 
件下，双速流体力学方程不适用•况且温度和正常 速度' 的概念（它们只能通过 
准粒子的平衡分布来定义）一般也失去意义；同时，将液体密度分成超流部分和 
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正常部分的划分，也与 V „ —道失去意义.然而，总密度 p 和超流速度 V 8 仍保持其 
意义，在这个方面它们本质上是力学变景.于是，描述超流体的完备方程组，现在 
必须由关于准粒子分布函数 n ( t ， r ， p ) 的动理方程，关于密度 p 的连续性方程， 
以及关于超流速度 I 的方程一起组成. 

动理方程具有通常形式① 


dn dn 

—一 + — — 
dt dr 


d e _ dn 
dp dp 



(77.1) 


其中 f 是准粒子能量，依赖于超流速度 L 作为参最，符号 e 保留给静止流体中 


准粒子的能盘. e 和 f 之间的关系可建立如下 • 

根据定义 /(/>) 是在使 t ；，=0 的参考系 K 。 中准粒子的色散关系.换句话说， 

在只有一种准粒子存在的情况下，液体的能 M (以 r = o 时的能最为基准）是 

〆 />)，而其动量等于准粒子的动量心我们作一伽利略变换，变换到静止参考系 

K , 其中超流速度是.在这个参考系，质量为 M 的液体的能量和 动贵是 

Mv] , 

E - s { p ) +/? • ^» P - p + M v a . (77. 2) 

由此可见，超流体运动的液体中，一个准粒子的能量是 

e ( p ) = e ( p ) (77. 3) 

(比较推导超流条件的论据（第九卷， §23)). 

因此，动理方程中出现的导数是② 


d e 
^dr 


de 

Tr 



(77.4) 


在第二个方程中，我们曾应用能 M e 靠可变密度 p 而依赖于坐标这样的 事实； 以 

及（在变换/^ • « 8 的导数时）超流总是有势流的 事实： 

▽ xv 8 =0. (77. 5) 

对于密度的连续性方程是 


dt 


+ v 



(77.6) 


其中/根据定义是流体每单位体积的动量.关于/的表达式可由 （77. 2) 第二个 


①当然，假设准经典条件是满足的：在准粒子波长级的距离上，所有 M 仅略微变化- 
@严格地说，公式 （77. 2) 是对均匀超流体流动 （a = c ons i ) 推导出来的.在不均勻流动中，能 M 可能 

含有 A 的空间导数的项.然而，如果假设缓慢变化，在动理方程中这些项会导致商阶 小馕的 校正. 
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其中 An 是液体（在 T = 0时）的化学势，由热力学公式 d / x 。 = mdP 0 / p 与压强 
相联系（其中 m 是液体粒子的质量， m / p 是分子体积）. 

方程 （77. 1) ,(77. 6) 和 （77. 12 ) 形成对非平衡态情况下超流体描述的完备 
方程组 （ M . Xa ^ aTHHKOB , 1952 ). 

为完备起见，让我们也考虑能量守恒定律.这个由 


3 E 


+ ▽•分= 0 


(11. 13) 


表达，其中0是液体中的能流密度.根据 （77. 2) 

E = E 0 ( p ) + ( s ) + v 9 • ( p ) + 




2 , 


(77. 14) 


其中 ^( p ) 是 T =0 时的能量，由热力学关系式 dE 。= Mo dp / m 与化学势相联系. 
通过将表达式 （77. 14) 对时间求导数并应用对各个量的已知方程，可以求得能 
流密度.略去计算，我们将给出最后 结果： 


( ( p ) +P ^ f — 

m 




2 

T. 


、 I de 


、 ） 〉 • 


(77. 15) 

在“准粒子气体”整体为静止 （ B 卩，正常速度 =0) 的参考系中，平衡准粒子 

分布函数是具有表达式 （77.3) 给出的准粒子能量 S 的寻常玻色 分布. 在正常速 

度不为零的参考系中的分布，通过用 f •'代替 f 而获得.因此，当两种运 

动都存在时准粒子的平衡分布是 


( p ) = exp 


^ n) ' P 


(77. 16) 


通过将所得上述各方程对这个分布求平均，可以推导出双速流体力学方程（在 
这个近似下没有耗散项），但是我们这里将不作此推导. 


习 


题 


试确定在频率 o >» p 时玻色液体中的声吸收系数，其中 p 是准粒子碰撞频 
率.假设溫度如此低，使得几乎所有准粒子都是声子 （；!• AHApeee , H . M . 
XanaTHHKOB ,1963 ). 

解： 在所述条件下，我们可以忽略方程 （77. 1) 中的碰撞积分.我们令 
p = p 0 + 8 p , n = n 0 +5 ai (其中和是对平衡液体密度和平衡声子分布函数的 
小校正），并将方程 （77. 1) ，（77.6)和 （77. 12) 相对于小量和线性化•假 
设所有这些量都正比于 exp ( - + - r )，我们求得下列方程： 


(k • v - < o ) bn 


dn 

ds 


(繁 5P 




f 


( 1 ) 
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cobp - k • v H p = k • pbn 


d 3 p 


( 2 ) 


(x) V 




ku 




f 卜 




de 


d 3 p 


(3) 


这里我们应用了热力学 关系： 


m p p 


其中 u 0 是 r =：0 时的 声速； 这里和以后省略对 p 和 n 的下标 “ O ”. 

因为溫度接近零度时声子数很少，方程 （1) 一 （3) 右边的表达式是小校正. 
全部忽略它们，我们从 （2) 和 （3) 得到 


0) = u 0 h 


p K 


(4) 


在高一级近似，我们将这些代入 （1) 的右边 得到： 

^ bn rcos 6 I de P u o ^ \ ^ “、 

= - a — Tirr + — cos 沒如， （5) 

de t^cos 沒 - co/k \ dp p 1 

其中 6> 是 p 和 / r 之间的夹角 • 声子色散关系写成 

e(p) = u 0 p( 1 + ap 2 ) , v = ^ = u 0 (1 +3ap 2 ) , 

在展开式中包括线性项后的其次项（对寻常压强下的液氦 ， a >0,它意味着声子 
对自发衰变是不稳定 的）. 

(5) 式中“共振”分母的存在导致（见下面）积分时出现大对数 因数. 我们仅 
限于对数精确度，并忽略方程 （3) 的右边带如的项，它并没有这种分母 • 于是， 
从方程 （ 2 ) 和 （ 3 ) 消去，我们最后得到下列色散关系： 


2 


0)" 2 _ J (* _ p^_ _ dri a p 

k 2 ° p J cos 沒一 1 + 3 a /) 2 - iO ^ ( 2ttH) 3 


2 


0 a d 3 p 


( 6 ) 


其中 


A = 


[duo 

u 0 dp 


2 


对 cos 0 积分的虚部由绕极点（它在积分范围 a >0) 通过来 确定. 实部的计算具有 
对数精确度是通过将积分在下限1 - cos 6 - ap 1 - aT '/ ul 和在上限1 - cus 0 〜 1处 

截止来 求得. 方程 （6) 的左边写成 


2u>o ( Sw _ *y j > 


其中 y 是吸收系数，是对声速的校正 U = u 0 十 5 u ). 积分的计算导致下列 


结果: 
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依存关系与§73中求得的那些相同. 



A/r- I 
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§78 剩余电阻 

由于金属中包含不同种类的准粒子（传导电子和声子），就已经使金属的动 
理性质比介电体的要更加复杂得多. 

当然，电荷是由传导电子传递的.另一方面，热最则是由电子和声子两者传 
递的.然而，实际上，充分髙纯度的金属中的热传导，电子也是起支配作用的，主 
要是因为它们的速率（费米面上的速率 〃 F ) 远大于声子的速率（声速）.而且，在 
低温下，电子热容显著超过声子热容. 

传导电子经受各种类型的碰 撞：相 互之间的碰撞，与声子的碰撞，与杂质原 
子（以及其它晶格缺陷）的碰撞.前两类碰撞的频率随温度降低而减小.因此，在 
充分低温度下，杂质对电子的散射在动理现象中是决定性因素.这个温度范围称 
为剩余电阻区 ，我们将它作为金属动理学中的第一个论题. 

金属中电流 J 和耗散能流^与电场五和温度梯度之间的关系，具有 
(44. 12),(44.13) 的 形式： 

E + V ^- = — y + a V T , (78. 1) 

e a 

=q -[中 - $)j =aT J _ K v T . (78. 2) 

这个形式适用于具有立方对称性的晶体，为简单起见，将到处假设这个对称性. 
对并不具有立方对称性的晶体，系数和 CT 要用二阶张量代替.关系式 
(78. 2) 中的人如果通过 （78. 1) 用 E 来表达，结果将更加 方便： 

q ，= aaT^E + ) 一 （ + Taa ) V T . (78. 3) 

§74 中关于费米液体动理方程的所有论述，对金属中的电子流体在很大程 
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度上仍有效.准粒子的动量这里由其准动量代替，而费米面的形状一般很复杂而 
且对每个具体金属是不同的. 

金属的动理系数原则上通过线性化动理方程 


-eE ^ v —— + » 

he 


3 n 0 

~dr 


= I(b n ) 


来计算，其中 t ; 印，而碰撞积分对按 （74. 13) 定义的未知小函数线性 
化 . ％对 r 的求导可任意地在 pzconst 条件下实现，因为^的梯度仍会进人组合 
eE + V M ，如 （78. 1) 所显示的 那样. 于是 

^^0 S ~ fJL 占打 0 

~ T ~ dl f 

动理方程取下列形式 


一（ 


eE + S 一弘 ▽ T] • v = l(b n ) 


T 


d £ 


电流密度和耗散能流密度由下列积分 


vbn 


2d 3 p 


( 2tt 朽） 


q 


— /i>» S n 


2 d 3 /> 




(78.4) 


(78,5) 


给出（当^是作为动能 u - m ) 流计算时，没有必要减去势能的运流传递 #)• 
杂质原子对传导电子的散射，其特性是：它是弹性 散射. 由于原子具有大质 
量，并且“束缚”于晶格，可以认为碰撞中电子能童不改变 • 我们将证明，弹性散 
射的假设本身，足以给出金 属电导 率和热导率之间简单的关系 • 


为获得这个关系，我们注意到弹性碰撞算符并不影响函数对能量 e 的依 


存 关系； 碰撞只不过在等能面上移动粒子•这意味着，中仅依赖于 e 的任何因 
数，可以取出放到算符/外面.因此我们可以寻求动理方程的下列形式 的解： 


5 


dn 0 


e -a 




其中 /( p ) 满足方程 

/( /) = 一 i ; ♦ 

电流密度按分布 （78. 6) 计算为 


j — - e J | e( ^ • l)v 


〒(/• ▽ 7> 


dn 0 2d 3 p 
de ( 2irh) 


第一项给出电导率张量 




J v 


l 


dn 




2 d 3 p 


de ( 2nh) 


( IS. 6) 

(78.7) 

(78. 8) 


(78-9) 
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具有立方对称性的晶体中，<7# =0^4,电导率是 


/ 


3 n o 2 d 3 p 
ds ( 2 Tih ) 


或者，按 （71 18)—(74. 20) 中那样对积分进行变换 




d5 

vdirhy ' 



(78. 10) 


中积分取遍倒易晶格一个原胞内费米面的各叶. 
类似地，与 （78. 1) 比较 ，（78. 8) 中第二项给出 


acr = # J • /) 


占汀0 d 3 /> 

de ( 2ttH) 


其中 pee -/I•对 fp 的积分用对等能面 V = const 的积分和对77的积分代替•再 
次用如 （78. 10) 中的人我们求得 


cur =转 j J” ( 78. 11) 

函数 


dn 0 _1_ 

~de = — T ( e” /r + l)(e - ” /T + l) 

当 77 — ± oc 时指数式 减小； 因此，对 7? 的积分可以扩展到 - 00至+ 00 • 积分主要由 
范围 ItjI 〜厂 支配; 另一方面 J (7]) 仅在范围7?〜才显著变化 • 因此，写出 



dj 

p 


就足够了•代入 （78, 11) 后，第一项的积分为零，因为被积表达式是 T? 的奇函数， 


第二项给出 

积分 


2e dj 


3 T de F 


2 



Be dj f A 


还应用 （78. 10), 我们求得 



ix 1 T din J 

a = 一 V 577 


(78. 12) 


数量级上 ，lal - T /{ ee ? ). 

现在让我们令 E = 0 并计算能流 • 再次应用立方对称性，我们求得 



2V T r , 2 dn 0 


3 T 


/ 令 


这里令 = 人就足够了，它给出 


2 tt 


T] v V T . 


将此表达式与（78_3)和 （78. 10) 比较表明, 


k + Taa = 


2 TT aT 


3 e 


由上面所给 a 的估计童表明，左边的项 Taa 远比右边小，比值是（77~) 2 .忽略 
这一项，我们最后得到热导率与电导率之间的下列 关系： 


" 等， 


(78. 13) 


称为维德 曼-弗兰兹定律①. 

我们必须再次强调，这个关系式的推导仅应用了传导电子的散射是弹性散 
射这个事实.对这个推导的考察还很容易阐明，立方对称性的假设只不过使公式 
简化.在一般情况下，当晶体具有任何对称性时，张 ffl 和之间存在类似关 
系 （78. 13). 

为单独求系数 K 和 CT 对温度的依存关系，需要用到碰撞积分.对与杂质原 
子的碰撞，其形式严格类似于杂质对声子散射的积分 （70. 3) : 


C ( n ) = u ;( r ， p ’）| V ( 1 - a ) - n ( 1 - n f )]8(£： - e f ) 


2 d 3 p f 
( 2 nh ) 


(78.14) 

因数 1 和 1 是考虑到泡利原理 （ 只有到未占有态的跃迁才可 能）； 因数 Y 和 n 
表明散射仅能从占有态发生.如 （70. 3) 中那样，假设积分 (78. 14) 中杂质原子无规分 
布和它们间的平均距离远大于散 射幅； 于是各个原子独立地散射.等式 Mpy ) = 
u ；(，, p ) 早已在积分 (78. 14) 中应用过.玻恩近似一般不适用于杂质原子对传导电子 
的 散射. 所给方程可以由推导 (2. 8) 形式的细致平衡原理的论据予以 证实. 然而，这里 
意味着金属晶格上由杂质原子占有的位置具有允许反演的对称性. 

碰撞积分的线性化相当于用 -5 在代替 a'(l -/ i ) -/ i(l - n f ) = n r - n , 
于是方程 （78.7) 变成 


/ V imp J w ( p 9 p f )( l f 


2 d 3 〆 

( 2ttH) 3 


(78^ 15) 


①（78.13>类型的公式是由德件德（？.1)111如，1900)定性导出的，他首先表述了传导电子参与金《 
的热平衡的概念.经典统计法中的定贵结果是由洛伦兹 （H. A. Lo ren tz,1905) 给出的，而费米统计法中的 
定黾结果则是由索末菲 （A.Somm e rfdd,1928) 给出的 • 
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这个方程并不包含温度.因此，解/(/0①也不依赖于温度，而按 （78. 10) ,电 
导率 a 也是如此•这样一来，在充分低温度下，当受杂质的散射为电阻的主要机 
理时，电阻趋于恒定（剩余）值.因而热导率 k 在这个范围正比于 7^). 

为定量粗估剩余电阻，我们可应用初等公式 （43. 7) ，（对金属中的电子）在 


其中令~ p F : 


a 〜 e 1 Nl/p” 

其中斤是电子密度.对于受杂质的散射，平均自由程 
输运散射截面.因此，剩余电阻是 


(78.16) 

〜 I / d ',), 其中 A 是 


P 



KnpO\Pv 

e 2 N " 


(78. 17) 


对上述讨论应增加一个补注 • 关于动理方程对费米液体的适用性的一般条 
件，要求电子能景的语子不确定度应远小于费米分布热漫变的宽度（〜『)♦这个 
不确定度是〜 ft / r , 其中 t ~ //心是平均自由时 • 对于受杂质的散射/ ~ 1/ 
(/ V ^ cj ,) ，不确定度 h / T 不依赖于温度，因此，即使当 r = o 时也会使费米边界漫 

变.乍看起来，由此会得出整个上述讨论须服从很严厉的条件 

T» hv F a t N itnp9 (78.18) 

它依赖于杂质浓度•然而，实际 h , 并没有这种限制 （；1.只./^叩#,1934). 

问题是由于杂质原子的固定位置以及它们对电子弹性散射的性质，计算电 
流的整个问题，原则上可以作为电子在给定的复杂有势外场中运动的量子力学 
问题来予以表述.对于确定为这个场中定态的电子态，能跫没有不确定性•，在 T 
= 0时，电子占有为锐费米面所界限的态区域，但在对外场中运动的 A 子数空间 
中，而不是在 动量空 间中.对于问题的这个表述 ，不 会出现 （78. 18) 类型的条件. 


§79 电子声子相互作用 

在充分纯金属中，在广阔温度范围建立平衡的主要机理是传导电子和声子 
之间的相互作用.‘ 

一个电子能够发射（或吸收）一个声子的条件，要求电子的速率大于声子的 
速率；比较§68中对于一个声子发射另一个声子的类似结果.然而 ，费米 面处电 
子的速率通常远大于声子的速率；因此，上述条件是满足的，而对电子声子碰撞 

积分的主要贡献正是来自这些“单声子”过程. 

考虑到这些过程，于是碰撞积分具有下列形式，类似于声子声子碰撞积分 

參 


① 俄文版和英文版均为 g ( P ), 似有误一译者注 • 

② 这些讨论中假设方程 （78. 15) 并不包含在 s = 附近迅速变化的&，所以 （78. 9) 中的/可用 / F 
代替.对于受寻常杂质的敗射，这是正确的，但对受顺磁原子的散射则不正确- 
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(67.6 ) ①： 

C e. P h( n p) = j 抝 (〆 ，炎 ; p){ v( 1 - n P 、 N k - 

_ n p ( 1 - n〆)(1 + N k ) I 5( - e p > - ^*)----, + 

+ I _〆;/? ，々） {>〆（1 -〜）（1 +/VJ -n p ( 1 -n pt )N k } x 

x8(^ + o> a - v )^0t. (79.1) 

第一项对应于，具有给定准动量 P 的一个电子发射具有准动 Ml 的一个声子的 

过程，以及电子 〆 吸收一个声子 it 返回准动量 p 的逆 过程： 

p 二 p f + k + b ; (79. 2 a ) 

在这些过程中，跃迁发生在具有给定能的 一个电 子态与较低能态之间.第 

二项对应于 ，一 个电子 P 吸收一个声子，以及电子 〆 发射声子的逆 过程： 

p + k = p r + b ； ( 79. 2 b ) 

在这些过稈中，跃迁发生在一个给定电子态与较高能态之间.根据声子发射声子 
的情况中（ §66) 那样的相同理由，等式 （79.2) 中办 的值是由 it 和 p 的给定值并 
要求，应处于倒易晶格的同一选定晶胞中而唯一 确定. （79. 1) 中5函数这个因 
数表达能量守恒定律是电子能量，％是声子能 ffl . 如第七章中那样，声子分 
布函数 （ 占有态的数目） 由乂表示； 电子分布函数由~ 表示. 为简单起见，标志 
声子频谱支的下标，以及对这些声频支的求和号，都将 省略. 假设跃迁概率不依 
赖于电子自旋，它在跃迁中不改变. 

还有一个关于声子电子碰撞积分的类似表达式，要将它添加到声子分布函 
数的动理方程右边声子声子碰撞积分上 

C ph JN k ) = jw ( p ； p \ k )\ n p (\ + N k ) - 

-n p ，( 1 - n p )N k \ h(£ p , ^(o k - e 9 ) ^ ， (79. 3) 

并且这个积分是具有任何准动 Mp 的电子所发 射的& 声子数与 
具有任何准动量，的电子所吸收的&声子数 之差. 因数2是考虑到发射（或吸 
收）声子的电子，具有两个可能的自旋 方向. 

在一阶微扰论中，这些积分中出现的电子的声子发射和吸收的概率，由对声 

子算符[}，（/!) (66. 2) 为线性的电子声子相互作用算符予以 确定； 线性对应于下 
列这样的事实：这些算符对其中仅有一个声子态占有数改变1的跃迁负责 • 这里 


①在§79—§83中所采用的单位是使得 ； i = l . 
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不去重复§66中的讨论，我们应注意到，在当声子准动量 A 趋于零的极限，声子 
发射（或吸收）的概率正比于 h 


week . (79. 4) 

根据玻恩近似下跃迁概率的一般性质，正、逆跃迁的概率是相等的，因此① 

w ( p \ k ； p ) = w ( p ； p \ k ). (79. 5) 

这个性质在积分 （79. 1) 和 （79.3) 中早已被利用过. 

考虑到电子声子相互作用算符中出现的声子产生和湮灭算符的对称性（由 

U , 是实算符的事实所表达），可以达到进一步的简化.由于这个对称性，具有准 
动量 （ 的声子发射过程，等价于具有准动量 - A : 的声子吸收过程.我们还考虑到 
电子能 量&和 9接近费米能暈 G 的事实.令 P F 和 W 为沿 P 和 〆 方向终止在 
费米面上的矢量，并令函数 w 通过和 〆 F 的方向及差值％ : e p .- 

&(它们描述电子能量对~的接近程度）来表达.关于这些变最 W 是一个慢变 
函数，它仅在范围 >> r 有明显变化.忽略~ 7?〜： T 的最，我们可以在这些函 
数中令％ = IV =0. 于是上述等价性由方程 

P f iPr ) = 如 ( P r ^ 灸） （ 79.6) 

表达， 仅为 P F 和 〆 F 的方向的函数.如果现在我们在 （79. 1 ) 的第二项中将积 
分变置从 At 变换至-纥两个积分中的系数 u ； 变成相等，因为变换只不 
过是用代替乂. 

当然，当用平衡的电子和声子分布函数代入时，积分 （79. 1) 和 （79. 3) 变为 
零.现在来考虑，当两个分布函数同时出现对平衡的微小偏差时，关于这些积分 
的线性化问题•关于分布函数对平衡的微小偏差，我们写成 




n 0 (s) + 6 n 9 N = N q ((o) * bN ， 


hK = 


打0 ( 1 _ 打0 ) 

(P - - ^ - (P 


de 


T 




dot 


T 


(19.1) 


进行严格类似于 §67 和 §74 中的 变换. 例如，对 （79. 1) 第一项的大括号中的表 
达式，重写成 

( 卜叫 1 - 岣 ( 1+yv )[r^r^-r^l ， 


将于变换成下列形式 


①初态和末态的量子数；和/在概率的记号中总是 写成， 的次序. 
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这个表达式还可通过等式（它可由直接计算予以证实） 

〜⑺ [ 1 _M,)] = [M 占） -%(〆）】〜（€ -〆) 

方便地进一步进行变换.于是我们求得 

f , 、〜 （1 十 ％), , ■ 、 

(^o o) - 〒 - (<P 一屮 + 尤 ) = 


(79. 8) 


a/v 0 

—一 ■■■■ 


dco 


(〜 一 打'0)( 〆 一妒 + AT ). 


其它项可类似地进行变换，最后导致下列线性化碰撞积分 


C . iPh ( n ) =, c . p “ W ) = 

=- 心。 


^o){(<P P ' 一中 P + Xk)^(^ P - 左 〆 一如森 )一 


d 3 灸 
(2tt) 


一 ( ^Pp' - fp P ~*)^( e p - e p' +( °k) } 


(79. 9) 


C ph ,A^) =/ ph .“A^) 


r 2 d 3 p 

=— J - n 0 )(( p ^ -( p p +^*) 8 ( 6 ^ - e r ， - 0>*)( 2 _;-) 3 ， 

(79. 10) 

在两个积分中 ， P =p’ + k + b . 

这些积分自然地分成两部分，分别作用于 P 和 AT 的线性积分算符.例如， 

，― (妒， AT ) = K :“ (妒) + K!ph U ) - (79. 11) 

注意到算符 C 的一个重要性质是，它并不改变函数对变最7?的奇偶 
性，目卩，它使偶函数仍为偶函数，奇函数仍为奇函数.的确，就对的函数的作用 
而言，算符/ I 。的形式为 


,'pb( <p(v)) - ^(v^v f )l<p(v f ) ~^(r/)]di 7 . 


其中 


77,17') = [ n 0 (r] f ) -n 0 (Tj)][h{r) - 7 ] r -(o) - 6( r?’ 一 t? - w) ] • 


注意到 


^ o ( v ) =y 1 一 th 3 ， 


.(79. 12) 


从而 


n o(v f ) ~ n o(v) =y {h 2 T^ ih 2 f * 


我们看到 


K ( Tj ,7] r ) = K ( - rf f - rj '), 


由此立即得出算符的上述性质，将在 §80 和 §82 中应用. 
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对下列形式的函数 

(p 二 const • e y x = const • (o (79. 13 ) 

(具有相同常数），碰撞积分 （79.9) 和 （79. 10) 恒为零.动理方程的这个“寄生” 
解（像声子声子方程中的解 （67. 18) —样），对应于系统温度的恒定小量改变.然 
而，当 

ip = const ( 79. 14 ) 

和;时，积分 （79.9) 和 （79. 10) 也 为零. 这个解归因于电子总数的恒定性（与 
声子总数不 同）； 形式上，它对应于电子化学势的恒定小量改变 • 

为以下迸行定量估计，我们注意到金属中电子谱参 ft 的数*级可以仅通过 
晶格常量^和电子有 效质饊 来 表达； 例如，费米动量（以寻常单位表示）是 
p F - 速率是 v F h / m ’ d ， 和能量是~ v F p F - h 2 / m * d 1 . 声子谱参最 

和电子声子相互作用参最还包含原子的质量从物质密度 paA /, 声速 ucc p ^ /2 cc 

A / d " 2 ; 通过 M 和 使位 纲正确（只有一种方式完成），我们得到估计最 

u - v r ( mWM ) l/ \ (79. 15) 

因此，德拜温度是 

(9 〜 hco mtt% ~ hu/d - s F ( m m / M ) 1/2 f (79. 16) 

质最 AT 仅通过原子的位移算符 ^(66.2) 而岀现在电子声子相互作用算 符中； 

这个相互作用不涉及任何其它为1/財的小项，当 IK 〜 d 时其能 li ~ e F . 算符匕 
的矩阵元，因而电子声子相互作用算符的矩阵元，是对似） _ l /2 ocM _ l/4 ; 对于给 
定准动景 I 频率 w ~ docAT l /2 . 散射概率由矩阵元的平方 给出. 因此，碰撞积分 

中的函数如正比于对 - l /2 , 或者，使量纲正确， 

w 〜 0 v r d 2 , (79. 17 ) 

这个估计 tt 就长波声频声子的发射和吸收来说需要 修正. 在这个情况下紹 

正比于的事实意味着该估计量必须包括一个额外因数 

u ; - ^ v F kd \ (79.18) 

§ 80 金属中的动理系数高温 

在髙温下 r >>@， 晶体中所激发出的声子，具有一切可能的准动量，直至最 
大值与电子费米动量为相同量级~ 1/丄根据德拜温度的定义，最大声 

子能量〜@，因而对所有声子似《 r . 

因此，在这些条件下，声子能 fl 远小于电子费米分布中漫变区宽度.这使我 
们能将声子发射和吸收当作电子的弹性散射来近似 处理. 散射角绝对不很小，因 
为电子和声子的准动童在这些条件下是相同数进级. 

在高温下，当声子态占有数很大时，声子气体每个体积元中平衡的建立（声 
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子声子弛豫）很迅速.因此，当考虑金属的电导率和热导率时，我们可以认为声 
子分布函数为平衡分布. 6卩，在碰撞积分中取本节末尾将作出 | 的定设估 
计）.换句话说，仅讨论电子的动理方程就够了. 


可以立即注意到，在假设电子散射为弹性的近似下，仅以此近似为基础的 
§78的结果，包括给出比值 tr / K 的维德曼-弗兰兹定律 （78. 13), 仍然适用•然 
而，为分别确定系数 cr 和 / c 对温度的依存关系，必须更仔细地考察电子声子碰 


撞积分 （79. 9). 

在所述条件下，这个积分大为简化.由于声子能量± (，-幻很小，我们 
可以将差值 n ；- n 0 展成 cu 的幂展开 式①： 

, dn o 


d 3 k 


然后我们可以在 S 函数的自变最中令 O ；=0, 得到 

f r h ((p) = 2 f tv — 0 s r - s) ((p 1 - <p)(o y 

c ， ph * J d (0 de 、 (2 tt 广 

当⑴ 《 r 时，声子分布函数 N 0 eT / co , 所以 dN Q / da>s - T / OJ 2 . 导数 an 0 / d 6 T ~ 
- l /7\ 积分由范 围&〜 支配，其中〜 0. 当考虑到 S 函数时，对 dl 的积分 


对积分的估计量引入因数 k 2 / v ? : 


e， P h (屮） 


Tkl 


(p 


e 


T 


利用 （79. 17) 的估计量 u ；， 由此给出 


——中〜 - Thn . (80. 1) 

这意味着电子声子碰撞频率匕, ph 〜 H 寻常单位中是 T / h ). 平均自由程 I 〜 v ,/ T ， 
而 （78. 16) 给出电导率（用寻常单位）为®: 


Ne 2 h 

m m T 


(80.2) 


因此，当 r >>@ 时，金属的电导率反比于 温度. 于是维德妓-弗兰兹定律表 
明热导率是 常量： 



(80.3) 


① 考虑到这个差值中 CU 的存在与电子散射是弹性的近似是一致的 • 这是必须的，因为在使碰播积 
分变成 （79. 9) 的形式时，我们应用了等式 （79. 8). 其右边当& =，时变成不定的. 

② 注意到电子 能甩的坫子不 确定度是电子分布中漫变区宽度的 童级. 然而，这个事实 

并不会使结果+适用，理由类似于§7 8 末尾关于受杂质散射问題中所给 出的. 由于晶格中原子振动相对 
很慢的性质，以及电子散射的弹性性质，该问题原则上可表述为在已变形晶格的给定势场中电子运动的 
问题. 
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为了证明在碰撞积分中忽略; T 是正确的，现在让我们来估计电子和声子分 
布中的校正函数和，我们可以，例如，在有电场但没有温度梯度的情况下来 
作这个估计. 

因为电场并不影响声子的运动，声子的动理方程左边 为零. 因此，方程归结 

为声子与电子以及声子与声子的碰撞积分之和变为零： 

O ) O ) =0 (80.4) 

(上标 （ 1 ) 和 （2) 区别积分 （79. 10) 中的两部分，如在 （79. 11 ) 中以同样方式曾经 

作过的）. 

积分可类似于上面对4>那样进行 估计. 然而，这里必须考虑到对电子 
准动量 P 的积分实际上仅在费米面附近具有厚度〜 T / v ¥ 和面积〜/4的薄层体 
积中取 . &函数的存在还要在积分的估计量中引入因数结果是 



声子声子碰撞积分估计为 


ph.ph 


Or) — 


ph.ph 




T _ 


(80-5) 


具有 （68.3) 的有效碰撞 频率: 



因此, 


ph，ph 


Or) 


f 2 



(80. 6) 


比较 （80. 5) 和 （80. 6) ，首先表明 

声子电子碰撞的有效频率（对平衡电子，即，当 P = 0 时）远小于声子声子碰撞频 

率.因此，我们可以忽略 （80. 4 )中第二项.剩下两项的比较给出 

x /ip - 0 /T « \ 9 (80.7) 

这个证明了在电子声子碰撞积分中忽略; T 是正确的.容易证实，当温度梯度存在 
时也得到相同结果 （80. 7). 

然而，在论述温差电现象时，电子动理方程中忽略函数 AT 可能是不允许的* 
根据公式 （78. 12)( 它的推导仅以电子弹性散射的假设为基础），温差电系 


数是 


a 1 ^ T / es r 


(80.8) 
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(上标“ I ”的意义将在以后解释）.这个最在下述意义上是“反常地”小 ：公式 
(78. 8) 中（第二项）积分的数量级减小一个比值因为 


( p ] = - • V T (80. 9) 

是变童的奇函数.这个情况在某种意义上是“偶然的”，可能会有这样 
的结果，归因于声子的非平衡而对 P 的微小增加会产生与 （80. 8) 可比较的对 a 
的贡献. 

我们将寻求电子动理方程 


备 - Vr= -^> •▽卜 0)0) (80.10) 

的解为下列形式的和 asp 1 +< p u ,其中 〆 是（80. 10) 右边没有第二项时方程 
的解，而 〆 是方程 

O) +0) =0 (80.11) 

的解.这里函数 〆 是函数中的“主要” 部分； 因为注意到算符 G 二是变埴 r ; 的偶 
函数 （§79), 这个部分具有形式 （80.9), 是7；的奇函数.方程 （80.11) 表明〜 
AS 因而 

(p 讧 /(p ' — 1 ― 0/T « 1 . 

然而，与 〆 不同的是，当时绝不为零•因此，在计算对电流密度的相应 
贡献时，主导项没有相消，仅在 〆 为相对很小的意义上结果很小.这意味着后者 
对温差电系数的贡献是 



(80. 12) 


n 




在所述温度范围的低端，那里7 1 〜代替小景⑽ 1 -&/ s F 我们有 

因此，温差电系数由两个相加性部分组成.这些可能具有相同数最级，但它 


们随温度的变化不相同 . a 中第二项的物理来源是，晶体中的热传递引起声子流 
( “声子风”），它携带电子与之一起流动 


§ 81 金属中的倒逆过程 

低温下电子声子散射的本质与『>> 衫时的情况根本不同•当『<<0时，晶 
体屮激发出的声子具有能量 如〜 r (一般《 于声频支） • 当这种声子被发射或被 
吸收时，电子能量的变化是〜7\即，变化量为费米分布中漫变区总宽度的量级. 
电子准动量的变化等于声子准动量.因为<<&_，而/，这意味着 
电子准动童仅有相对小 M 改变.因此，在低温下，有一个与弹性碰撞相反的极限 


①关于金 駡动理 现象中声子对电子的曳引作用由古列维奇(凡 3. ryp eBH H (19 4 6)) 所阐明. 


• 318 • 


第九韋金 属 


情况 ：电子 能量的弛豫比其准动量方向的弛豫显著快得多. 

能量弛豫是费米分布漫变区中的迅速“混合'至于准动量方向的弛豫是分 
布遍及这个费米面的 均等； 它以小量（〜 r / u ) 跳变发生，即，具有遍及费米面的 
慢扩散性质. 

在继续对这些条件下的动理现象作细致分析之前，关于倒逆过程的作用，我 
们将作几个一般评述. 

像在介电晶体中那样，理想（无杂质或缺陷）金属晶体中动理系数的有限性 
归因于这些倒逆过程的存在.仅有正常过程情况下，它们使电子和声子的总准动 
量守恒，动理方程会有对应于电子和声子系统作为整体相对于晶格运动的“寄 


生”解.这些是 


(p = p • hV ， ^ ^ k • 8 V ( 81 . 1 ) 

类型的解，具有恒定矢董 sv ( 比较 （67. 19)). 如果电子的声子发射或声子吸收 
是在准动量守恒的条件下 （P = 〆 +幻发生的，这些解使碰掩积分（ 7 9. 9)， 


(79. 10) 归结为零. 

在高温下，当电子和声子两者的准动景都很大 1 AO 时，发生倒逆过程， 
一般具有与正常过程相同的频率.因此，考虑它们的必要性，并不引起动理现象 


的任何特别性质. 

电子准动最位于费米面附近，在这个意义上几乎不依赖于温度 • 然而，在低 
温下，声子准动暈变成很小，因此倒逆过程可能被 阻止. 在这方面，对闭费米面和 
敞费米面情况是实质上不同的. 

一个敞费米面，对于 P 空间（倒易晶格）中元胞的任何选择，都与元胞边界 
发生交叉.显然，在这个情况，发射或吸收具有任意低能量的声子的倒逆过程总 
是可能的：在元胞边界处，即使电子准动的很小改变，也能将电子传递到相邻 
元胞.它们在费米面上扩散的过程中，所有电子最终将达到元胞边界，因而能参 
与倒逆过程.因此，也是在这个情况，倒逆过程的概率（与正常过程比较起来）不 
包含任何附加小因数•确实，分类成为正常过程和倒逆过程依赖于倒易元胞的选 
择，在这个意义上是约定的.对于敞费米面，在倒逆过程的频率中没有任何附加 
小因数的这个性质，对元胞的任何选择都 存在. 因此在这个情况下，一般适当的 
是放弃对两类散射事件作任何区别，而要认为它们都是正常（即，准动景守恒 
的）过程，但允许电子准动景的值在倒易晶格任何处.对于声子，元胞的选择是 
使得=0的点位于其 中心； 因此，（当 r «@ 时唯一需考虑的）所有长波声子处 
于一个元胞体积中心附近的很小部分•在这个论述中，通过将倒易晶格中的周期 


性条件 


n(p 十厶 )= n(p) 


( 81 . 2 ) 


应用于电子分布函数，从而排除了“寄生”解 （8[. 1). 平衡分布，仅依赖于电子能 
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最 f ( P ), 必然满足这个条件，因为以/0是周期函数.除《。（/0之外，导数 

drt Q (/0/ ae 也是周期性的，因此中的因数 P ( p ) 也是 如此； 这个必要条件消 
去了解 （81. 1), 因为它并不满足这个 条件. 

现在让我们考虑闭费米面•在这个情况，我们可以这样来选择倒易元胞，使 
得费米面任何处都不与其边界交叉 0). 因此倒逆过程对应于电子在元胞中费米 
面上任意点以及在相邻元胞中复制点之间的跃迁 • 如图29中纲要式显示的•连 
接这些点的矢量々是所发射或所吸收声子的准 动量 . 距离 k 一 般很大 （A ~ 
1/ W ， 在低温下具有能釐 0 ( A :) 的声子数是指数式小，为正比于 exp [ - < o(kV 
T ]. 于是倒逆散射事件的有效频率在这些条件下按 下式： 



图 28 图 29 


^ ocexp { - co ( k min )/ T } (81.3) 

依赖于温度，其中是（所考虑类型的所有矢 W 中）其能量具有最低值的 
声子准动 量值. 当然，这里重要的是电子速率远大于声子速率 （h »^).由于这 
个原因，我们不能通过远离赀米面来改变矢量 A 的长度以使 （81. 3) 中的指数减 
小.虽然声子能 M 可能 减小〜 的 M , 过程所涉及的电子的能 M 会同时增加更 
大的 fl 因此心减小而不是增加.因此为求 & rain ，无需考虑费米面附近分 

布的漫 变区. 实际上重要的通常是与其在邻近元胞中的重复点最接近的费米面 
邻近的那些点. 

解 （81. 1) 意味着不存在电场时有一个宏观电子流， BP , 无穷大电导率.倒逆 
过程的指数式小频率引起指数式大电导率 （ R . E . Peierls ). 

具有闭费米面的金属中，即使忽略倒逆过程时，热导率仍保持有限.这是因 
为，按 （78. 2)， 热导率 /c 在没有电流情况下定义热流，而条件7=0必然排除“寄 
生”解 （81. 1). 包括倒逆过程能改变 k 的值，仅当它很小时.这同样适用于温差 
电系数 a (根据定义 （78. 1)) ，它将温度梯度与电场联系起来，仍是在*/=0的条 
件下（见§82,习题）. 

①然而，如果费米面由许多闭腔组成，必须用别的方式，而不能用带平面边界的平行六面体那样的 
方式来定义元胞.对于由两个不等价闭腔形成“费米面’•的平面晶格情形，纲要式地阐明于图 28 .虚线显 
示元胞，它并不与这些空腔相交 • 采用长方胞的任何选择，都不能避免 相交- 
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然而，上述评注并不适用于具有闭式电子和空穴费米面的补偿金属，即具有 
相同数目电子和空穴（况的金属（见第九卷， §61) .原因是在这个情况，解 
(81.1) 不依赖于电流的存在.的确，对应于这个解的电流密度是 





扣0 

be 


(P - 8V) 


2 d 3 /? 

(u 






2 d 3 p 

(2tt) 3 




2 d V 

("27T? 


两个积分分别取费米面的电子体积和空穴腔体积求积，在第二个积分中，所用空 
穴分布是 《 <h) =1 现在我们可以分部 积分； 对元胞界面处积分结果为零，因 

为和远离相应费米面时迅速减小.结果是 

卜 ehVm ). (81.4) 


对于补偿金属 J = 0- 

这意味着即使没有考虑到倒逆过程时，补偿金属的电导率也是有限的 • 另一 
方面，热导率和温差电系数是由倒逆过程所支配的，如果忽略这些过程，它们会 
是无穷大，因为那时条件 J =0并不排除寄生解 （81. 1 )• 

在本节（与下节）的论证和估计中，我们基本上含有关于费米面形式的最简 
单假设，即它或者是闭式或者是敞式，其所有特征尺度为然而，实际金 
属的费米面，一般具有复杂形式，并且可能由几个不同叶组成；我们不准备停下 
来分析对实际金属动理系数行为中所产生的复杂性.例如，倒易晶格的不同胞中 
敞式费米面各叶可能由（宽度为 Ap « p F 的）窄桥相 连接. 问题中小参量 A />/ p F 
的存在可能导致动理系数具有不同温度依存关系的新的“中间”温度范围•闭式 
费米面的各叶可能“反常地”靠近到一起，这可能使指数律 （81 3) 移动到“反常” 

低温范围. 


§ 82 金属中的动理系数低温 

低温动理现象的定量研究中，我们将记住敞费米面的情况，因而将不特别注 
意倒逆过程. 

首先，我们将证明声子系统中的弛豫的发生，（当时）主要是由于声 
子电子 （ 而不是声子声子）碰撞 • 

为估计声子电子碰撞积分 （79. 10) ,我们注意到在低温时 W ~ ~ 7\ 

因而/ V 。。〜1 , a / V Q / doi 〜 1/ r . 对 d 3 p 的积分是沿费米面厚度〜 T/v t 的一层的 

体积取的•因为&//>很小，5函数的自变量可以表达为 

e{p) - e{p - k) - a)(k) • -- «« F • k - a>. (82. 1 ) 
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通过在给定 A ： 下对 p 的方向（或等价地对的方向）求积分可以消除&函数，对 
被积表达式增加一个因数 \/ v f L 最后，按公式 （79. 18) 估计.结果是 

V* ( 尤卜 1( 肌 ./A /) 1 ’ 2 〜 - T(m' /M) W2 bN 9 

所以有效碰撞频率是 


低温下声子声子碰撞的有效频率，按照估计 （69. 1.5 ) 是 



(82.2) 


Pphph 


T J^(i) <<l/ ^ 


(82.3) 


这个证明了前面的陈述. 

今后我们将忽略声子声子碰撞.于是声子动理方程是 


u 


dN 0 — a) dN Q 

dr T da) 


▽ T = I P hAx ^)^ 


(82.4) 


这个方程可以对于声子函数 ^ 显式求解.因为在这个方 程中& 是给定的，可将;^ 
取至积分号外，我们求得 



^ V T\. 

^c.ph 

有效电子声子碰撞频率用上面对 〃 ph , t 那样的类似方式进行估计，唯一差别是积 
分中对 di 的积分是在动量空间中~ ( r / u y 的一个体积内取的（而不是积 
分中对 d 3 p 的积分中的体积〜 P 2 F 77〜） ： 

(82.7) 

最后，注意到; h 〜丨 ▽ 我们有 
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这正是要证明的. 


Xi ph t 

Xi ¥ P h ， (9 2 


(82. 8) 


在计算电导率和热导率（但非温差电 系数； 见下面）时，我们可以忽 略小麗 
I . 因此，将 （82.5) 的;代入（形式为 （79. 11) 的）线性化电子声子碰撞积分 
中，我们求得 

04) O) +" 一 ⑷, (82.9) 

其中幻表示将 h 代入积分 GiOr ) 的结果 •（82* 9) 中第一项是电子和平 
衡声子的碰撞 积分； 第二项可称为电子间通过声子的碰撞积分 • 

我们在函数 P ( P ) 中（如§79中所作过的那样）引进作为自变贵的是 M T 7 = 
卜 tx 和矢 * p F ，后者具有 P 的方向但终止在费米 面上. （82. 9) 中的两项在其被 
积函数中具有差值 


并有 


( p ( V ^ Pr ) yPv ) * (82. 10) 


T ) 一 = 士⑴， Pf - 

其中 k 是 it 在费米面点处切平面上的投射. 

关于变量 p p , 函数史在范围〜〜上变化很 显著； 差值 K 〜灸 <<〜. 在 
这个意义上4随心缓慢变化，一级近似下我们可以在差值 （82. 10) 中取< = 

尸 p , 即用 

<p(v^pf) - 屮 （ V,Pf) ( 82 ， 11 ) 

来代替它.然而，对 P 的依存关系很强，这是在下述意义上说的 ： It 7 - VI :扮 〜 T 
是与 p 发生显著变化的范围具有相同量级. 

令“为由 /„>(82.9)通过用（82. 11 )代替（82.10)而获得的算符；于是 

八 . ph (屮） = M 妒） + l i (< p ) ， 

以及心 » L r 电子动理方程（在电场和温度梯度都存在的情况下）呈现下列形 
式 


一 [ eE + ^V r ) - v ^^ L 0 (< p ) (82.12) 

右边两项具有相当不同的物理意义：第一项引起迅速的能董弛豫，第二项引起相 
对于准动量方向的缓慢“扩散” 弛豫. 

注意到算符仏有两个明显性质.首先，对仅依赖于 h 的任何函数，它为零 
(因为差 （82. 11) 为零）.其次，下列积分为零： 


I L 0 (( p)drj = 0； (82.13) 

算符心描述仅有能量改变的碰撞，而 （82. 13) 只不过表述具有给定 p 的方向的 
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电子数守恒. 

我们将寻求动理方程的下列形式 的解： 

< p ( VyPf ) =«(Pf) + b ( V ^ Pf ) * (82.14) 

其中 a ( p F ) 仅是的函数，而且 Ul » 161. 函数 a (对此碰撞积分的 L 。 部分为 
零）很大的事实表达的是能最弛豫过程的迅 速性. 将 （82. 14) 代人 （82. 12) 并忽 
略相对较小项 M ，我们求得下列方程 

一卜 E + 号 ▽ T ) - vj ^= L 0 ( b ) +^( a ). (82. 15) 

右边两项一般具有相同量级.然而，在计算电导率或热导率时，只有其中一项是 
重要的.因为通过下列事实可以 看出： 线性化电子声子算符 L ， ph (因而 心和 ^ ) 
作用于函数^(7?,/^)后，并不改变史相对于 r ; 的奇偶 性①. 因此，我们将 p 分成 
相对于 >7为偶 （ h ) 和为奇（<^)的两部分 

<iP g =a+6 g ， (p u =6 u 

(不依赖于 r ; 的函数 ( i 显然是偶函数）•将代入 （82. 15), 接着分开 T ? 
的奇次项和偶次项，结果给出两个方程： 

-1 F • v T = ^ o (^ u ) * (82. 16) 

1 ae 


-^eE • v F =L 0 (b s ) +M«); (82. 17) 

as 

方程左边的速度 v 在充分准确度下已用费米面上的速度1^代替，后者不依赖于 
V . 第二个方程对7；的积分给出 

eE • v r = J (a) dry, ( 82. 18) 


因为按 （82. 13), 含£。的项消失. 

热流 （ E =0 时） 完全 由方程 （82. 16) 的解确定，该方程仅包含算符~••正如 
我们应预期的，它依赖于电子能 M 弛豫 过程. 从该解计算出热流作为积分 



f ^ n o L 2 d 3 p 

j VfV ^ u ( 2 ^ 7 ; 


(82. 19) 


函数 P 中为 n 偶函数的部分没有贡献，因为结果所得被积表达式是奇函数- 

算符 L 0 是电子声子碰撞积分的主要部分 • 因此相应有效碰撞频率是 （82.7) 

的 \ ph ; 更确切地说，这个最是关于能景交换的有效碰撞频率.相应电子平均自 
由程是 v r / iv ph . 热导率可由气体动理学理论的公式 （7. 10) 予以估计〜 
cvlN . 目前情 况下，/ V 是电子的数密度， c 是（每个传导电子）热容的电子部分而石 


① §79 中对 /^ p > h 曾经证明过这点•我们不准备停下来给出对 L , ph . e 的严格类似 证明. 



〜 IV 量 /V 和 t； F 不依赖于温度，电子费米液体的热容正比于 r , 而按 （82. 7) 平均 

自由程 l ^ T -\ 因为这样所计算的热流适用于 E =0,其中的系数不是热导率 K 
本身而是 k 7^« 2 (见（78.3)).因而 k ， ocT_ 2 . Tctoc 2 项远小于 〆 （见325页 
脚注①），因而 k ^ T \ 作为粗估，令 

m m p F T 

c - ； — 

Nh 3 


(以寻常单位，比较第九卷， （1. 丨5)),我们求得 




(82. 20) 


电导率通过求解方程 （82. 18) 而予以确定，该方程仅包含算符 L l: 如所预 
期，电流依赖于对电子准动童方向的弛豫过程.在 §81 开头曾经注意到这些过 
程具有沿费米面扩散的性质.下节中我们将证明动理方程 （82. 18) 事实上如何 
能化成扩散方程的形式.然而，电导率对温度的依存关系可以从下面的简单论据 
予以阐明. 

沿费米面的移动以小跳变 （ 〜 77 u 发生； 这个暈起动量空间中的“平均自由 
程”~的作用，而“散射事件”的频率与电子声子碰撞频率 ~, ph 相同.沿费米面的 
扩散系数可按气体动理学理论的公式 D 〜 I 卜 / V 予以估计，并以 / p 和 》 v ph 作为/ 
和 r 因而我们有（以寻常单位） 

p\0 / T \ 5 

化〜 十 ( ¥ ) • . ( B 2.21) 


由此我们可以求得弛豫时间，它在按 （78. 16): cr 〜 e 2 yVt ; FT / PF 估计电导率时 
要出现.它是这样的时间，在此期间电子准动童改变童为其本身量级.换句话说， 
在时间 t 内电子必然沿费米面扩散一段距离.在扩散运动中，方均位移正比 
于时间（和正比于扩散系数）.因此我们求得关系式而对于电导率（以 
寻常单位）为 

-^( 1 )- ( 82 . 22 ) 

因此，在低温，电导率正比于 T ，. 

现在让我们论述温差电系数.这里类似于髙温情况. 

如果电流 > 由方程 （82. 16) 的解，函数 6 U 计算，于是，因为这是变量7?的奇 
函数，一级近似下积分为零，而仅当我们考虑到被积表达式中以作展开中 
的高阶项时才得到不为零的结果•这导致（和 r >> (9 的情况一样）温差电系数 
(以寻常单位）为 


①这个结果是布洛赫 （ F . Bioch ( 1929)) 首先推导的. 
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a 1 〜 T / ee r ， (82.23) 

而不是“正常”量级的董 a 〜 1/ eO ). 

对温差电系数的另一贡献来自 （82. 5) 的声子 函数； ^中所忽略的;项 ：这个 
贡献是由于声子对电子的曳引作用.如果保留这项，则碰撞积分 （82. 9) 中应包 
含补 充项： 


( 2 ) 

c.ph 


(Xl) - ^e.pIvV. 


d^o 

doj 


V 


， P h 


u\V T\ 


于是可将这项取至动理方程 （82. 12) 的左边，那里它要与项 


(82. 24) 


S 号 、 V • V T 、 (82.25) 

相比较. 项 （82. 24) 以比值 t / e 1 小于 （82. 25)( 估计类似于 （82. 8)) .然而，考 
虑到这项时导致在动理方程的解 P 中出现正比于 ▽ r 的一项，而这已不是 t 7 的 
奇函数.因此，在计算对电流的有关贡献时，没有补充小因数，而温差电系数包括 

— ^项 

(/〜 rVe 衫 2 (82. 26) 

( R . 3. rypeBMH , 1946 ) ②. 

随着温度的降低，电子声子碰撞频率也减小，最终在引起电阻和热阻方面， 
电子与杂质原子间的碰撞变成主要的.注意到由于对温度的不同依存关系，过渡 
到“剩余热阻”要比过渡到“剩余电阻”出现晚 得多. 

在很纯金属中，可以存在一个温度区域，在此区域内金属的动理性质由电子 
间碰撞所支配.金属中电子液体内的相应平均自由程，如任何其它费米液体中那 
样，按7^ 2 随温度变化，而小展开参量是比值77心（见 §75) •当 T - s v 时，这个 

平均自由程必须变成因而 

I 找 -d(s r /T) 2 . ( 82. 27) 

由此得出电导率和热导率对温度的依存关系是 

aozT ' 2 9 ko ^ T 1 (82. 28) 

(71. fl . JlaHflay , H . 51. floMepaHHyK , 1936) • 当温度降低时，有效电子电子碰撞频 


① 由估计 （ 82 . 20 ) — （ 82 . 23 ) 我们看到 Ta 2 (t/k ~ ( S/s F ) 2 « 1 ， 这证明了推导 （ 82 . 21 ) 中所采用 
近似的正确性. 

② 这里，下列评注是必要的.因为声子准动凿很小，能 tt 守恒定律给出 

e(p) - p - k)^v r • k * ±<o( k). 

由此我们看到 《» F 和 * 之间的夹角0几乎是 ~ u / t» F <<1 .各向同性情况下，声子的准 
动贵 * 和速度《处在相同方向，因此乘积« * 也很小.在通过 P 给出流的枳分中出现类似乘积，正比于 

« • ▽ 7;在各向同性情况下这会引致在中出现附加小因数.然而，在各向异性晶体中，包括具有立方 
对称性的晶体中，一般没有任何理由出现这种小因数. 



率、比电子声子碰撞频率匕. ph 来说，其减小要慢得多.然而，因、中的小参最是 
T / s ? 而不是 \ ph 中的770，电子电子碰撞仅在很低温度下才起主要 作用. 

还注意到关系式 （82. 28) 原则上可以与或者敞式或者闭式费米面相联系. 
因为电子准动量很大，倒逆过程的必然存在对闭费米面情况一般并不导致任何 
附加小因数. 


习 


题 


对于低温下具有闭费米面的金属.忽略倒逆过程.计算其溫差电系数 a 
解：电 子动理方程是 

- eE - -- ( » • V T ) = C . Dh ( n ). 

dp T de V ’ e#p v ; 


⑴ 


注意到 


~dT 


a) 一 (jj dN Q 

T ~d^ u " H 


声子动理方程可写成 


dN 


T dk 


0 - v r = c phi< (/v). 


( 2 ) 


将方程 （1) 和 （2) 分别乘以 p 和 灸 ，并分别对 2 d 3 /)/(27 r ) 5 和对 d ^/(2 ir ) 3 进行 
积分，然后将它们逐项相加.由于没有倒逆过程时电子和声子的总准动量守恒， 


右边变为零.结果得到 




V T 


dp I 
( X )_ I 抓0 

Y\^dic 


3 J T de 、 (2tt) 


鳴 =0 


(3) 


第二和第三个积分是在晶体具有立方对称性的假设下写 出的. 

(3) 中第一个积分如在 （81. 4) 的推导中那样进行变换，给出 - eEd 
yv h ) •第二个积分如在 （78.12) 的推导中那样进行 计算. 结果是 -/irv r ， 其中 


2 


A = 


de 


卜 ， P _ 

J v 


dS 

(2 tt ) 


3 


(积分是在等能面 ^ = const 上进行 的）. 第三个积分，经分部积分后，变成 


V T 

^yf 




(对倒易格胞界面上的积分变为零，因为在低溫下函数％随如的增加而迅速减 
小）.对长波声频声子（低溫下重要的唯一频支），速度 W 和比值 K ^ k/iO 仅依赖 
于 k 的方向（而不依赖于 W ). 关于对 W 的积分应用通常表达式，我们求得 （3) 中 
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第三个积分是 - B 7 13 ▽ 7•，其中 


4 


15 




^°k 

(2tt) 


3 


( S 是对声子谱的三个声频支求和）. 

从而方程 （3) 变成 

- eE { N e 一 / V h ) = V T(AT + BT 3 ). 

将它与 （78. 的情况）进行 比较. 给出温差电系数为 

. () 

通过适当选取动理方程解中形式 （81.1) 的项，条件 ）=0 可以满足•按照§81中 
的讨论，表达式（4> 对未补偿金属是有限的•俚当\ =/ V h 时变成无限. 


§83 费米面上的电子扩散 

本节我们将证明怎样可以将关于低温电导问题的动理方程 （82. 17 ) 化成扩 
散方程的形式①.只关心这个问题时，我们将仅考虑函数 P 中不依赖于 r/=^-/x 
的部分，并用#(/^)表示它以代替如上节中那样的特殊符号 a ( p F ) .像在§ 82 — 

样，我们将再次注意到敞费米面的情况. 

函数 

8 n _ 如 。 (p 
( 2tt) 3 化 ( 2tt) 3 

是动量空间电子分布中的非平衡增量.由此通过下列步骤我们可以构成费米面 
上的分布：将体积元 d 3 p 写成 cUdS / i ;(74. 19) ，对 cU = dr ; 积分，并将等能面上依 
赖于 s 的面积元 dS 和速率 t ； 近似用费米面上的值 dS F 和 t ; F 来代替.根据假设, 
函数 p 不依赖于 I 因数- dn 0 / de 的积分给出 1. 于是费米面上的分布密度是下 
列表达式 


(83.1) 

(2tt) v F 

为使推导更加明晰起见，我们首先将动理方程 （82. 17) 写成左边带有对时 
间的偏导数的形式，仿佛分布为非定常 似的： 


de dt 


F 


如 o 
de 


=^i (^)- 


这里已省略 了含心 的项，无论如何当将方程对积分时它会消失 


d (p 

dt V v 


J M 妒) 


dj ] 


eE • v 


(83.2) 


①下面给出的是古尔 tl 和科比里奥维奇 （ P . H . ryp>KM t A. M , Kone ; mo B Ht |( l 97 l )) 的证明 • 
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左边第一项是费米面上电子密度的变率.这个方程应具有连续性方程的形式，即，左 
边第二项必须是费米面上电子流 S 的散度，而右边的电场项则起源或汇密度的 作用. 
这里我们所考虑的是曲面上的二维散度，但是可以方便地将它写成三维 形式： 

- - n F ( n F - V p )}s ： (83.3) 

J V F 

其中是对 p 空间中笛卡儿坐标的寻常微分算符，而大括号内的算符是它在 
费米面任何给定点处切面上的投射 （ n F 为沿法线的单位矢敢） ①. 矢11 4〜）给 
定位于费米面上，但是在 （83. 3) 中它形式上被认为给定位于整个空间（虽然仅 
依赖于 P F 的方向 ）•（ 现在我们忽略对时间的导数）动理方程变成 







(83.4) 


问题是要求出用函数 P 表示 的流& 

我们应用 P 空间的笛卡儿坐标，将费米面上要计算的点取为原点，并 
且 z 轴沿此处的法线.按照定义，流分景\是每单位时间（由于碰撞）从左向右 


(即沿正 x 方向）与从右向左通过 F 平面上单位宽度条带电子数之差. 


让我们考虑具有准动景 P 在 d 3 /> 范围的一个电子发射出具有准动量灸在 


d 3 h 范围的一个声子这样的事件数与这种声子被吸收这样的倒逆事件数之间的 


差值.它是 （79.9) 中被积表达式中第一项的 负值: 


d 3 p % ) S( -叭 )( 〜 Ip ) ， 


带有②•这里声子函数 h 要按 （82.5) 用 p 来 表达: 


Xk = 


Pph ， 


(K 一 n 0 )8( 及一右 ' -a) k )((p pr -(p p ) 


2d 3 p 

(2tt) 


(83.5) 


(83.6) 


用 （82.6)的 

如果 < <0,声子的发射将导致那些电子（从左向右）通过该条带，这 些电子 
的原始准动量的 x 分置位于范围 

k x <p x <0； (83. 7 a ) 


① 这个算符出现在岛斯定理的二维形式中： 

^ e * sdl — j fd5. 

左边的积分在所述曲面上绕一闭围道进行求积的 （* 为曲面上所述点的切面上围道的外法线的单位矢 
录）； 右边的积分是对由围道所包围的曲面部分进行求积的 • 

② 在前述论证中我们忽略了面密度定义 （83. 1) 中的因数从而 （83. 5) 中也忽略了一个相 

应因数. 

还注意到在敞费米面的情况，我们约定包括整个倒易晶格的 电子准动姑值 （见 §81) ; 准动最 守恒定 
律因而是不带6项写出的. 
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对于 P 的这些值，表达式 （83.5) 对流\给出正贡献.如果 h >0,声子的发射导 
致具有 

0 < p x < k x (83. 7 b ) 

的电子（自右向左）通过该条带；对流\的相应贡献为负. 

现在清楚的是，要寻求我们必须 （1) 将表达式（83.5)对仏的单位区间 
和对 h 的整个范围积分（由于迅速收敛性，后一积分可扩展至从 -* 至+ 00 ) ; 

(2) 对/>,的区间 （83.7) 进行积分（考虑到费米面上所有量随心的变化缓慢，这 
简单归结为乘以区间长度，即乘以当我们注意到\中结果的正负号 时）； 

(3) 最后再对 dl 积分 • 

流分量\与\的差别仅在于被积表达式中用\代替因此，流可写成矢 
量形式 




d^k 

(2tt) 


00 


3 


a/v 0 


x - U ；( n 0 - n 0 ) h(e - s ’ - a ))(( p p . - < p p +^*) ] 


(83. 8) 


其中 #c 是々 在点 p F 处切面上的投射. 

首先，我们写出 d \ = dM 、 并对心 积分. 因为 * 很小，我们可将 （83. 8) 中 
5函数的自变童加以 变换： 

S ( £ p - e p . k - w *) *5( A : - v ¥ - m ) =-^-8 (、- f ) 

V p \ V p / 

( v r 的方向是沿费米面的法线）•对 < 的积分消除了 s 函数并到处将&用 ( o / v T 

代替.因为 < o / v Y 〜 ku / v r 我们可简单地令 I =0,即作变换 

k 一 ► k . ( 83. 9) 

对 d Pl = de / v : 的积分也可以以一般形式完成，因为被积表达式中唯一迅速 

变化的 s 的函数是差值 


n 0 ( e - co ) - ^ 0 ( s ) 


^ n 0 

ds 


对 s 的积分将这个因数转化为队经过这些运算后，表达式 （83. 8) 变成 


s(Pv ) = 


2ttv 


da > ~ W( ^ 


<Pp + ^ir) 


(2ir) 


(83 - 10) 


为进一步将积分进行变换，我们再次应用 Ac 很小的性质，写出 


< p(P -灸 ） _ k 




d(p 

dp 


Kt 


.他 

dP 


其中 /= k / k 是费米面沿 K 方向的切向单位矢量 • 因为积分 （83. 6) 中也出现同 
样差值，我们可以令函数; T (幻写成下列形式 


=K - a ( t ) 


( 83. 11) 


最后，由于 （79.4)， 


= KM ( p VJ t ). 


(83. 12) 


用这个记号，我们有 


2ttvI / 


tKix> K ~M 


d(p \ KdK<i<f) 
~dp f (2tt) 2 ’ 


(83. 13) 


其中 P 是切面中 k 方向的极角. 

(83. 13) 中对 ic 的积分归结为积分 


4 


J = \ K 0 ) 


0 




的计箅，由于迅速收敛性，积分可扩展至 00. 具有很小准动 Mk = W 的声子，其能 
麓是 ％ = w (/) / C ， 因此 


da) 




dco 


OD 


5T' r x 4 dx 

二•— ~7= -120^(5) — 

u J e - 1 u 

(t 函数的值是 £(5) =1.037). 

因而我们得出沿费米面电子流密度的下列表 达式: 




(83. 14) 


其中角括号表示对费米面给定点处切面上/的方向求平均 • 我们还需要尽可 

能将的表达式加以简化. 

按定义 （83. 11), 由 （83.6) 我们有 


JW( 71q — 7i 0 )£• • e’ 一 ct>)( dtp/P 

a — - 

( n f 0 - n 0 )S( e - e’ 一 (o)^P 

(其中分子和分母中的公因数已经消除）•对 d 3 p 的积分用对 d 5 F d ^/ t ； F 的积分代 
替（比较本节开头），两个积分中仅有一个相同因数 n 0 ( e - w ) - n 。 （幻依赖于 
^对“积分的结果在分子和分母中相消 . S 函数的自变童于是可写成 • % - to 
— K • V F ( 忽略了相对量级为 u / t ； F 的量） • 最后结果是 



|t; ； 2 M8(n • t)id(p/dp)dS ? 


jvy 2 Mb( n • t) d5 F 


(83. 15) 


( M 为费米面上位置和方向 r 的函数，而 /! 为沿法线方 向）. 由于存在6函数, 
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事实上仅沿费米面上一条曲线进行积分，那里法线垂直于声子准动量的方向^ 
公式 （83. 4),(83. 14) 和 （83. 15) 解决了使动理方程变成扩散方程形式的问 
题.这个方程是一个积分微分方程.流密度 （83. 14) 可写成 


其中 



(83. 16) 


〜〉 (83.17) 

TT V F U (0 

(而是二维矢量下标）.第一项具有通常的微分形式带有扩散系数张量 
这项与平衡声子对电子的散射有关.第二项，积分项.归因于非平衡声子对电子 
的曳引效应. 

流密度作为积分 


卜 - 為 iS 

按函数 P 进行计算.由方程 （83. 4) 很清楚，用 （83. 16) 和 （83. 17) 的 s ， 函数 〆 因 
而金属的电导率）随温度按变化，与上节中的结果一致.我们注意到声子对 
电子的曳引并不影响这个规律，尽管它的确影响动理方程的 形式. 


§84 强场中的磁场电流现象 一 般理论 

确定磁场对金属电导率影响的最纲为1 的特征参最是比值其中是 

电子轨道拉莫尔半径，/是平均自由程. 

注意到（见第九卷， §57), 磁场中传导电子的运动几乎总是准经典的，因为 

比值〜（其中％是拉莫尔频率）很小.于是动最空间中的轨道是等能面 
s ( p ) = const 与平面 p: =con S t 的截面的周线 4 轴平行于 磁场. 因为电子能 M 接 
近于界限能量&，所述等能面接近于费米面.因此动位空间中轨道的尺度由费 
米面适当截面的线性尺度 p F 给出. 轨道在寻常空间中的尺度是 

r B -cp ? /{eB ) , 

它反比于磁场.因此，在磁场电流效应中，对于~ »/,认为场是弱场，而对于 

r B «1, (84. 1) 

则认为场是强场. 

对于弱磁场，动理学研究（对于任何电子色散关系）并不导致任何超出纯唯象 
理论的结果.这个情况下电导率张量 (7# 对磁场依存关系的性质，简单对应于以万 
的幂展开，考虑到由动理系数的对称性原理所强加的必要条件（见第八卷，§ 21 ). 

然而，在强场中，为了寻求这种依存关系，动理学研究是需 要的. 强场条件 
(84. 1 ) 实际上仅在低温下是满足的，此时平均自由程/充 分长. 因此金属通常处于 

4 



归因于杂质原子对电子散射所引起的剩余电阻区，我们将记住这个情况.传导电子 
与杂质原子之间的相互作用是在晶格常量 d 量级的距离上发生的.如果«/但 
同时 r B »心磁场的存在并不影响这个相互作用，因而也不影响碰撞积分.在这些 
条件下，碰撞积分的具体形式并不影响电导率张量对磁场的依存关系.然而，它的 
确相当大程度上依赖于传导电子的能谱结构，即依赖于费米面的形式 
现在让我们来构造描述磁场电流现象的动理 方程. 

这里为了适当地表达分布函数，不是采用准动的笛卡儿分量，而是采用 
与电子轨道有关的其它变量 ：能量 I 准动俄 沿磁场 U 轴）的分量 A 以及从某个 
固定点到所考虑点“电子沿动最轨道的运动时 间”. 这后一个变董（我们用 t 表 
示），是通过传导电子在磁场中的准经典运动方程 

竽 = 一 \ xB ， v 二& 

dr c dp 

引人的.这个方程的 x 和: r 分量是 

^Px ^ u ^ p y € D /QA o \ 

一 7，，石 (84 - 2) 


ds 

dp 


B ， 




dr 


(84.2) 


取这两个方程的平方和并应用 W 平面中动量轨道上的长度元 ds(ds 
办 2 ), 我们得到 」 


= dx 


, c ds 
dT = 〜 


= v 


x 


(84.3) 


这个等式的积分给出用旧变量八，/%,/>,表示的新变贵 t . 
采用新变最，动理方程的左边@是 


dn dn . 

— =—I 

dt ds 


dn . dn 


(84.4) 


照例，将寻求下列形式 


n = n 0 (s) + 5 n (s,p i 9 t) (84.5) 

的分布函数. §74 末尾曾经证明，在恒定电场和磁场中，费米液体中准粒子的相 

对于55线性化的动理方程与费米气体中粒子的具有相同 形式. 并且导数 e/ Pz 


和 V 要通过电磁场中个别电子的运动方程来 表达: 


* C 

p - 一 eE - [ v x B ], 


(84.6) 


因此我们有 


de 

dP 


- P 


① 下面给出的理论归于栗弗席兹，阿兹贝尔，卡甘诺夫 •丨 A36e ^ b , M . H . KaraHOB 
(1956)). 

② 准经典动理方程的应用意味着忽略归因于磁场中能级铁子化的效应•这些将在 § 9 ° 中讨论‘ 
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磁场并不出现，因为它并不对电荷作功.并且，对于 z 方向的磁场 B， 我们有>,= 
- eR. 最后，方程 （84.2) 和 （84.6) 的比较表明，导数 d T /ch 与1的差别仅由于电 
场五（这个差别不需要考虑）. 

因为平衡分布函数~仅依赖于 e， 而 hP: 和 T 是自变量，我们有扣。 /dp, = 
0，如。/ 打 =0.认为电场非常弱，在动理方程的线性化时，要忽略掉同时含小量 

bK 和五两 者的项•于是表达式 （84.4) 简化为 

dn ^ n o „ n 

—« - e v • h - . 

dt ds dr 


我们将表示成下列形式 


^ n o 


“ = S eE . g ， g=g(e ， P :， T) 


( 比较 （78. 6)). 动理方程左边于是最后变成 


dn _ 如。 

dt de 


eE 


(… S ). 


动理方程右边的碰撞积分，线性化后可写成下列形式 

f dn 0 

C(n) =~eE • 1 (g) 

6 e 


(84.7) 

(84. 8) 

(84.9) 


(注意到描述杂质原子对电子弹性散射的碰撞积分中，含仅依赖于 e 的的 
任何因数可取至积分号外）.线性积分箅符 Kg) 的具体形式并不需要说明 • 

使表达式 (84. 8) 和 (84.9) 彼此相等，我们最后得到确定函数 g 的动理 方程： 

_-/(《）=!；• (84.10) 

St 

电导率张量由积分 （78. 9) 给出： 

2 r 2d 3 p 

在这个积分中，变换到新变量是通过代换 d 3 p—IJIded P ,d T 实现的，其中 

r 占 （p*，p y ,zO 
J = - 

a ( 丁 ， £：,/>:) 

是变换的雅可比行列式，很容易从定义变量 t 的方程 （84. 2 ) 直接求得.将 
(84. 2) 的第一个方程两边写成,例如雅可比行列式， 

eBd(e ， p x ，pJ 
-=- ■ 

d ( r 9 s t pj c d ( p y , p x ，pj 

两边乘以3(仏,/^以)/3(^/^,/> 2 ),我们求得1^/1 =efi/c •忽略分布/ I。的热溲变， 
我们照例令如。/化= -5(^- 〜），然后得到最后表达式 
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2 eB 


( 2 ttH ) 


3 


f 〜 gyAdp : ， 


(84. 11) 


积分在费米面上进行. 

根据定义 （84.3) ， 变量 T 正比于 1/ B . 因此，线性方程 （84. 10) 中的项祕 /dr 

正比于圮从而远大于其它项.这使我们可能通过逐步求近法来求解方程，将它 
表成1/及的幂级数： 


( 0 ) 


g =g +g + 

其中 g ln 、 ocB ，. 这个级数中的各项满足方程 


dg 


( 0 ) 


dr 


0, 


dg 


/u( 0> ) 


dr 

( 2 ) 


dg 


dr 


⑴）， 


(84. 12) 


(84. 13) 


这些方程的 解是： 

g {0) = c (0 \ 

T 

g il) = |[/(C (0) ) + v(r)]dr + C ⑴， 

0 

T 

g {2) = J /( g (,) )dr + C ( 2> ，…， 


(84. 14) 


其中 C <0) , C (" ，… 仅是右和八的函数. 

函数 g 必须满足某些条件.如果电子动景轨道 （ 即费米面与平面 P , = const 
的截面的周线）是闭合的，电子的运动是周期性的；相应地，函数也必 
须是 T 的周期函数（周期 r 依赖于 A ) •然而，如果轨道是敞开的，则动 M 空间中 

的运动是无限的，而函数 g 只需满足为有限的条件. 

现在让我们把方程 （84. 13) 对7•求 平均. 如果 函数# 是周期性的，对周期的 


平均值 

M = 丄 (* ^Ka t - g ⑺ _g (0) 

dT 一 r I dT 一 T 

为零，因为 g ( r ) = g ( o ) .如果函数 g 不是周期性的，对 t 的无限区间求平均的 

结果平均值为零，因为 g 为 有限.因此 ，在一切 情况下 ，方程的求平均给出 

I(g (0) )^l(C {0} ) = -v, /U ⑴） =0, …， （ 84. 15> 


①如 §59 中计算强磁场中等离体的动理系数时那样 • 
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这些关系原则上确定函数 C <(>> ，(：">，•••. 

在接着计算电导率张量时，让我们首先回忆它的某些一般性质，这是从唯象 
理论得出的（见第八卷， §21). 

动理系数的对称性原理给出 

0-^( B ) =0-^( - B ). 

张量 <7#可分成对称和反对称两 部分： 

利用 （84. 16)，对于这些我们有 

=^( - 5), 

O) = - O) = - ( -B) 

因此分量7=是忍的偶函数，而 cr 以是忍 的奇函数.代替反对称张量 crl ；) ，我们 
可以应用由 

= «x » = a y » «yx = a » 

所定义的其对偶轴矢最于是，电流密度矢最的分最是 

；a = 心 + x «]«- (84. 19) 

当电流仅由电导率张量的对称部分确定时，能 a 耗 散是 : y • E 二 a = E a E p , 因而 

电阻张量也可以分成对称和反对称部分，后者具有一个对偶轴矢景汉 
于是五可用由公式表达为 

+ (84.20) 

电流中 五 X a 项和电场中 y X 6项描 述霍尔 效应. 

§85 强场中的磁场电流现象特殊情况 
闭合轨道 

让我们从电子在 B 的给定方向下的每个动 ffl •轨道（即对每个 pJ 都是闭合 
的情况开始.如果费米面是闭合的，则对 B 的任何方向，轨道总是闭 合的. 对于 
敞费米面，可能出现对 B 的任何方向轨道都是闭合的，也可能仅对磁场的某些 
方向（或某些方向范围）截面才是闭合的. 

在（叮平面内）闭合轨道上的运动中，这个平面上速度的平均值 为零 : t =卜 
= 0,根据运动方程 （84. 2), 考虑到通过整个轨道后/>，和&回到其初值的事实， 
这是显然的的值总不为零，因为沿场方向的运动是无限的. (84. 15) 的第一 

个等式现在 给出： _ _ 

1( C [ 0) ) =1( C^) =0, 


(84. 16) 
(84. 17) 

(84. 18) 
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由此= C ； 0) =0®. 于是解 （84. 14) 变成 


g, =^P y +C" +g: 2> + 


g y : 士 






(85. 1) 


( 函数 ® ( T ) 的积分通过方程 （84. 2) 完 成）. 

电导率张量的分量按公式 （84. 11) 进行计算.例如， 

(再次应用 （84. 2) 给出的\).因为 C ! n 不依赖于％开头两项对 t 的积分相当 
于导数 d /^/ dr 和 d />,/ clT 对 T 的积分，结果为零.因而对积分的唯 一 贡献来自 
g [ 2) 的项，所以 a xl ^B \ 


其次我们计算 


2 e 


3 




dr 


7 b 9 


c ( 


第二项的积分又给出为零的结果，而第一项的积分中 


drdp ,. 




PAPy = ， 


其中 S ( pJ 是费米面被平面 p : = const 所截的截面面积.正号和负号分别与周线 
围住较小和较大能童区域的情况有关即与闭合轨道分别是电子轨道和空穴轨道 
的情况有关（见第九卷， §61); 我们将这两种情况的面积分别用火和 S h 表示. 
正负号的差别是由于通过轨道时方向的改变对/>:的积分给出费米面内部动 

曹 

量空间中的体积 0( 如果闭合轨道是在敞费米面上，则是费米面与倒格胞界 
面之间的体积）.从而 



ec 


2( /j h -fl r ) 

(2州厂 


ec 


(/V 



其中 A 和认是费米面的电子腔和空穴腔的体积•歌 


(85.2) 




2 Q e 

"(2tt^) 3 


N h 


_ 2 仏 

( 2irh ) 3 


分别是（晶体每单位体积）具有能 M e < e r 的电子占有态数和具有能虽 e > s r 
的自由态数.对于闭费米面，这些概念具有完全确定的意义；^和乂是金属电 
子谱的特性，不依赖于磁场 B 的 方向. 对于敞曲面，它们的意义变成更多是约定 


①线性齐次方程 /( C ) =0会有除平凡解 c = o 以外的不管什么样的解是没有任何理由的 • 
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的，因为它们可能依赖于 S 的方向. 

表达式 （85.2) 是 B 的奇函数，因而属于张量 （7# 的反对称部 分①. 张量对称 
部分的分量^二由展开式中下一项给出，它正比于衫 a . 

剩余分量对 B 的依存关系可类似地予以 确定. 例如 





对 T 的积分引入因数 方 _1 ，而 q (<)> 不依赖于^因此也不依赖于反 


结果求得 


cr!, B) = const ， 


其它 a 


(85. 3) 


所有分量和 L 除 


a:=f(/V h -iM 

外，都依赖于碰撞积分的形式 • 注意到除外，当«时所有 CT # 都趋于零.这 
个行为的物理原因是电子在轨道上的局域性，远小于平均自由程；由于电子沿磁 
场的运动仍然总是无限的，是有限的. 

展开中的小参最是比值 〜//• 因此，正比于公^的分量0^>可作出数最级估 

计为 

cr (8) - cr 0 (r fl //) 2 , cr 0 - Nel/p v . 

注意到 cr u ) ocl // ; 这意味着，当平均自由程增加时，磁场中横向电导率趋于零， 
而不是当不存在场时那样趋于 无穷. 

张量反对称部分的 分董可 估计为 

ct ( b) « (r 0 r B /l ~ ecN/B. 

然而，必须强调，这个估计量不依赖于丨的事实并不意味着除外）的精 
确值不依赖于碰撞积分的具体形式；张量的精确计算会要求通过求解具体 

动理方程来完全确定函数 C ( " 和 〆 ' 

由 （85.3) 我们也可以求得电阻率张量 = (( T ~ l ) afi ®. 仅保留 1/ fi 的最低 

阶项，我们求得 

const, 厶露， 6 y = const , b t ^c B ， ( 85. 4) 


① 由动理方程的推导显然可见，出现在其中的 8 不是作为矢贵及的绝对值而是作为其分 fi 圮= 

B . 因此变换也要求在所给公式中作变换 - »• 

② 当然，电阻率张珐必须由 <7^ = + <71； ) 进行计算，只有在然后才能分成对称和反对称部分 * 

因而我们 SJ 求得下列公式： 

:丄忭以〜⑴ + a a a ,}, 6 a =-丄 cr> r 

a 

其中 +( T ^ a a a fi 是张最 a *# 的行列式，而 cr ⑷是 其对称部分的行列式（见第八卷， § 2】 习 题》. 


并且所有这些量除 
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B 

~ €C ( ~^ k ) 


(85.5) 


外都依赖于碰撞积分的形式.当 B-^oo 时，所有分量^>1^趋于常量极限. 

补偿金属，其中\ =/ V h ， 需要专门处理.在这个情况下表达式 （85.2) 为零， 
而的表达式以正比于的项开始.因此，在这个情况， 

a xJ a } oc B [ , a z oc B~ 3 ； ( 85. 6) 

^=对 B 的依存关系仍如前所述.对于电阻率张量，现在我们有 


pl 9) = const ， p;:> ， = const, 
P:;), P [ ：：， p\y ^ B 2 , bocB. 


(85.7) 


敞开轨道 


对于具有敞费米面的金属，允许有敞开轨道，有几种情况是可 能的； 这里我 
们将仅考虑其中一种情况，用以阐明这种情况的特征性质. 

让我们以“皱折柱体”类型费米面为例，这类型费米面连续地从一个倒格胞 
进人下一个（图 30). 如果磁场不是垂直于柱轴，所有截面都是闭合的，并且 
对 B 的渐近依存关系又是由 （85. 3) 给出. 

然而，如果磁场垂直于柱轴，则会有敞开截面.照例，我们取2轴平行于磁场 
而 x 轴在这里平行于柱轴（图31显示横切一个倒格胞中费米面部分的剖面）. 
当 IpJ < Ip , 丨时，轨道是敞开的，并且在^轴方向是无限的.平均速度值是 


- C ^Py n 

d7 = 0 




dp, 

dr 


笋0, 



图 30 


图 31 




§86 反常趋肤效应 


• 339 • 


因为仏的变化没有 限制； 同样总有 v ^ O . 动理方程的解中的非零分量现在 
是和 C 广； 因而在动理方程的解 （85. 1) 中，第二行要用 

gy = ^y 0) +《:"—•• 

代替.如前所述同样方式，现在我们求得 

cr( x :) a B 2 ， 其余= const ， a x ocB 3 f a r f a z oc B ~ 1 , (85.8) 

由此得到对于电阻率张量， 

P } ^ B 2 , 其余 P 2= cons t ， b 严 IT 、 ， b y ， b ， B. (85.9) 

注意到在垂直于磁场的平面内，有电阻的明显各向异性：沿 y 轴的电阻 Pu 趋于 

常 fi ，而沿$轴的电阻如磁场平方那样增加$. 

具有敞费米面的金属，其磁场电流现象性质的另一特征是它们在相当大程 
度上依赖于强磁场的方向.这里变化发生在当 B 的方向接近垂直于柱轴的平面 
时，而关系式 （ 85.3) 和 （ 85.4) 要用 （ 85.8) 和 （ 85.9) 代替•当与该平面成一小 

角度0时（见图 30), 电子的动 ffl 轨道变成很大，具有尺度 M 级为其中 p F 
是柱费米面的横向尺度.因此，实际空间中的轨道也变成很大，具有尺度最级为 
其中 Q 是相应于动量 p F 的拉莫尔半径.对于使 r〆 糾〜1的角度，上面所采 
用的按 r〆 / 的幂作展开变得不适用，在这个角度范围，电阻对场的依存关系改 
变了. 

当然，应着重指出，这整个讨论与单晶相 联系. 在多晶材料中，对于各向异性 
磁场电流现象的性质依赖于微晶方向分布，有一个求平均过程. 

强磁场中金属内的磁场热流现象可以类似地进行讨论.特别是，当 00 时 
会发现电子热导率张量的分量趋于零.但是，在这些条件下，通过声子的热传递 
变得重要，必须要考虑到电子声子相互作用，整个图像非常复杂 • 


§86反常趋肤效应 

由宏观电动力学大家知道，交变电磁场在导体内部深处是受阻尼的，不仅场 
本身而且它所产生的电流都集中于导体表面附近（所 谓趋肤效应） •让我们回忆 
一下与这个问题有关的某些公式（见第八卷，§45和 §46). 

金属中的准定态电磁场满足麦克斯韦方程组 

V xE= - 丄逆， (86. 1) 

c dt 

V x B =—j, ▽• 丑 = 0 (86. 2) 

c 


①实际空间的 巧平 面中电子轨道与动最空间的平面中电子轨道的区别仅在于尺度不同上和 
旋转90。上（见第九卷， §57). 因此，在给定情况下，在实际空间中电子的运动在 y 方向是无限的 • 
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(假设金属是非磁性的，所以其中好 = B ). 当然，这里我们假设宏观方程适用性 
的一般条件是满足 的：场 发生显著变化的距离 S 远大于原子尺度.此外，如果这 
些距离也远大于传导电子平均自由程/，则电流密度 y 与电场£:之间的关系由在 


空间同一点处将它们的值联系起来的线性表达式给 出:人 其中是电 
导率张量.这些条件下的趋肤效应称为正常的.在讨论这个情况时，我们将假设 


介质各向同性（要不就假设晶体具有立方对称 性）； 于是张最简化为一标量, 

让我们以简单几何位形为例，其中金属占据由平面％ =0为边界的 x >0 的 
半空间.对金属施加一个均匀外电场，平行于金属表面并以频率 w 随时间变化. 
方程 （86. 1) 和 （86.2) 变成 


V xE =— B , V xB ^— aE t V • B = 0 . 

c c 


(86 - 3) 


问题的对称性表明，金属中所有 M 的分布仅是坐标 r 的函数.于是 （86. 3) 的第 
一个方程表明磁场 B 到处平行于边界平面.通过假定电场五也是到处位于该平 
面，我们可以满足所有方程.同时这也自动满足金属表面法向电流分量为零的必 
要边界条件：由心=0可以得出到处人=0 ①. 

由 （ 86. 3 ) 的头两个方程消去#，我们求得 

V x ( V x E ) = ▽ ( ▽ • E ) - - AttuoctE / c 2 . 

对于切向场，它仅依赖于 z，v • E = o , 上述方程变成 


c 

(86.4) 

撇号表示对 x 求导.当 ^->00 时趋于零的解是 


E ^ E 0 e ~ i < o , e {i ' nx/ \ 

(86.5) 

其中五。是金属表面处的电场振幅，而 


5 = c / 

(86. 6) 


量谷称为场穿透深度；它随场频率的增加而减小.金属中的磁场按相同规律减 
小；从方程（86.3)可以得出£和忍到处由关系式五=^^></|相联系，其中/1是 
垂直于表面（并进入金属内， B 卩，在正％方向）的单位矢量，而 




0 ) 


87rtr 


尤其是金属表面处场的值之间存在这个关 系式: 

= C [ B 0 xn ]. 


(86.7) 

( 86 . 8 ) 


① 各向异性介质中情况有所不同.在那里要满足这 个条件 ，表面除切向电场外，还必须有法向电场 
存在. 
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董$称为金属的面阻抗.注意到 （ 的实部确定金属中场能耗散（见第八卷， 
§67). 

为了使关系式7 = <7五会在同一空间点和同一时刻的电流和电场之间成立， 
电芋平均自由程/和平均自由时 T ~ // l ； F 必须满足条件/ << 5和« 1 ,即，/必 
须远小于场变化特征距离心而 T 必须远小于场 周期. 当这些条件的第一个不满 
足时，场和流之间的关系不再是局域的，而引起电导率的空间色散.当第二个条 
件不满足时，出现电导率的频率 色散. 于是要阐明流和场之间的关系需要求助于 

动理方程. 

因而趋肤效应的本性依赖于三个特征尺度 匕丨和 + 的相对大小 • 公式 
(86. 5) — （86. 8) 所描述的正常趋肤效应对应于最低频率范围，使得 

I « 8 , I « v F / w . (86.9) 

当场频率增加时，或者当（随着金属降低温度）平均自由程增加时，穿透深度减 
小.在金屈中，条件/<<5通常是首先受到破坏，流与场的关系变成非定域的；于 
是趋肤效应称为反 常的. 在这一节，我们将考虑 

8 « I ， 8 « v r /(o ( 86. 10) 

的极限情况 •/ 和之间的关系可以是任意的 

关于趋肤效应的边界问题的解，我们从无限金属中电流与随时间和空间变 

化的电场 

E = E 0 e iCk ' r ~ vO 

之间的关系这个辅助问题开始.假设电场波矢满足对应于条件 （86. 10) 的不等 
式 

( i / k ) « I , ( \/ h ) « v T / o ). ( 86. 11) 

电子分布函数中的改变部分5〃 像电场那样以相同方式 变化. 

因为条件^^ » i ； F //~1/ t ， 动理方程中碰撞积分 C ( n ) - hn / r 与空间导数 
项 I ； • ( dn / dr ) - v F hhn 比较起来可以忽略.因为>> ct >， 我们也可以忽略时间 
导数项⑽/扣 - ( ohn . 

用后一近似，电子费米液体中准粒子的动理方程又简化为对于气体的方程, 
当分布函数予以重新定义，用 （74. 13) 的 M 代替. 目前情况下，这些近似将动 

理方程引向简单形式 


dhr 

~dr 


eE 


d/i . 0 


①当 w - c 2 /( crZ 2 ) 时， BP (用估计置 cr 〜 le 2 N/p r ) 当 w ~ / V ) 时，可以达到等式 5 ~ Z . 这与 

不等式是相容的，若 Z » c / J 7, 其中(脚 2 / 〆 ） 1/2 是金厲的等离体频率（ 〆 -p r /v Y 为传 
导电子的有效质 M ). 对于寻常金賊 -10 16 s '" 1 . 
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令 


db n 如 o dn 0 

- = iko n y - = v - 

dr dp de 

于是我们求得 



⑽ o 

~de 


这个表达式在 k =0 有一 极点. 为计算电流 



这个极点必须通过写 A - iO 而予以回 避①: 


( 86 , 12 ) 


= \e 


2 


• v ( E • v 
-k • v - i 


) 3n 0 2d 3 p 


iO be (lixh) 

照例忽略平衡分布函数的热漫变，我们写 


(86. 13) 
S ( S _£ T f ) 并通过公式 


(74. 20) 将对 d 3 p 的积分变换成对费米面的积分.按照微分几何的通常公式，面 
元是 dS = d 〜/^, 其中 d 〜是对曲面法线方向 p 的立体角元，而尺是曲面的髙斯 
曲率，即 X = 1/( '/? 2 )，在所研究点主曲率半径乘积的倒数.还注意到费米面上 
任何点的法线方向与速度 v =心/冲的方向相同，我们求得 

j : - ^ 2 - - (86.14) 

J ( 2 W) 3 J K ( v ) 灸 •"一 iO 1 ； 

如果 p 的方向由相对 于以々 的方向作为极轴的方位角 p 和极角0来予以具体 


化，则灸 • v = fccos 0 和 = sin 6 d ( pd $. 

(86. 14) 中相对于变量 /x =cos 0 的积分是在实轴的段进行求积 • 
沿极点 M =0 下方的半圆通过.于是容易看出，沿直线段的积分（即主值）为零， 
仅剩下来自半圆的贡献.为了证明这点，我们注意到 W /0 是偶函数，因而当尸— 
• p 时费米面 e { p ) =^ F 不变； 因为 P 的变号改变了法线矢暈 p 的正负号，由此 
得出 -I/) =K{v). 因此 ，（ 86. 14) 中的积分 Pj 以写成 

Iff v ( E • p ) do y r v { E • r ) do „ 1 

Tl J K{v){k • y iO ) 一 J K{v)(k • r + iO )" I ， 

其中大括号包括两项积分之和，它们彼此通过积分变 jft 变换而 得出； 于 


是上面所作陈述是显 然的. 

在被积函数的极点々 • P = ^COS 6/=0,即法线1/垂直于波矢 Ac 的给定方向. 
因此，相对于变量 cos 61的残数是积分 



v (E - p ) 
kK(v ) 


dp . 


①这相当于通常在 a ) - k 9 v 中用 < 0—^(0 + iO * 
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沿费米面上 P ± k 的点的几何轨迹进行 求积. 


从而我们最后得到电流与电场之间关系的下列形式 


Ja 


( k ) E RJ 


(86. 15) 


其中 


( k ) = 


2 抑 2 〜 

( 2irh) 3 k J 


A 


w ■罾 

， J 


o 


kUp) 


d(p 


( 86 . 16 ) 


是垂直于 a 的平面内的实张量；如果*的方向取为 $ 轴，则下标 a 和0取值为 y 
和二矢景 y 完全位于这个平面，因而对々是横 向的. 

注意到对电流的贡献仅来自具有》 • 々=0的电子，即，来自垂直于波矢运动 
的电子.这是认为自由程无限长这样一种近似的自然推 论：电 子运动方向与&成 
一 角度时，电子在其自由运动通过在空间振荡着的电场时，这些振荡使场对电子 
的总作用归结 为零. 在高一级近似下，当考虑到乘积 w 的有限值时，对电流的贡 
献中，已有一个来自对垂直于&的平面呈小角度范围〜 i / w 运动的电子的贡献 • 
现在让我们直接转到反常趋肤效应中场穿透的 问题. 这里是一个涉及半空 


间的问题，要在考虑到金属表面处的边界条件下来求解.对于分布函数的这些边 


界条件，就人射到表面上的电子而论，依赖于表面的物理性质 • 然而，重要的是在 
这个情况，电流主要仅归因于几乎平行于金属表面运动的电子（所谓 滑移电 
子）.对于这些电子，反射定律很大程度上不依赖于金属表面完美程度，而近似 
当成镜 面反射 ，即，电子被反射后，速度 v 对表面的法向分量反向而切向分 ffl : 不 
变（为了不打断讨论，关于这个问题的更详细论述将推迟到这一节末尾） • 


镜面反射相当于对分布函数的下述边界 条件: 


6 n {v x ,v y> v s ) = hn ( -v x f v y9 v t ) , 当怎 = ()• (86. 17) 

在这个条件下，半空间问题等价于无限介质问题，其中场分布对平面* =0 是对 
称的： £ ： 0 ,幻 = E ( t , - x ). 半空间 >0) 问题中从边界反射的电子对应于无限 
介质问题中从欠 <0 —边自由通过平面 z =0的电子 • 

在极端反常趋肤效应问题中，我们可以认为场五（它仅依赖于一个坐标幻 
到处平行于平面^ =0. 根据 （86. 15) ;电流矢位于同一平面，因而金属表面 
上所有点电流的法 向分* 为零的条件必然满足 $• 

不用假设7 = 0^,对于二维矢位五，代替（86.4)我们有方程 

E n = -(86. 18) 

C 


① 随后的近似中 ，当 考虑到比值6 刀 的有限性时，除了有电导率张通:的分量外，还有分 m cTm 和 
a tx . 为了满足边界条件 /•=(), 因而我们必须包括垂直于表面的场 M 如在340页的脚注中早巳注意到 

的） • 
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在随后的公式中，我们将意味着已把所有函数中的时间因数消除，所以五 J 
等将仅是; C 的函数. 


函数£(幻，对称地延拓到^<0的范围，在戈=0是连续的，但导数五为 
%的奇函数，在 X =0 有不连续，当; C 通过零时改变正 负号. 根据方程 （86. 1)，这 
些导数与磁场由 


=—[Bxn] 

c 

相联系，其中/!又是 X 轴方向的单位矢量 • 在半空间问题中，在欠=0的条件因而 
将是 E f = iajB 0 xn / c ， 其中^ 是金属边界处的磁场 • 在无限介质问题中，这对应 

于 

馨 

E f { +0) -E f ( -0) ^2— [B 0 xn]. 

c 

我们用 e ““去乘方程 （86. 18) 两边，并对戈从 -* 至 oc 积分①，在方程左边, 
我们有 

00 0 ® 00 

J E H e- ikx dx^ j (£ : , + J (E’e• 知 ）' dx + J E f e~ ,kx dx. 

■ oo 一 qd 0 _ ao • 

因为在无穷处五 U ) 为零，头两个积分正好给出差值 E '( -0) -E，( +0). 最后 
一项中，我们可以简单地分部积分，因为五（幻本身是连续的•结果是 

—lB 0 xn] +k z E(k) =^%( 灸）， 

C C 


其中五 u) 和 yu) 是 E (幻和 yu) 的傅里叶换式. 

根据 （86. 15), 这些傅里叶换式由九 U) =(7^(/0£//0相 联系. 于是我们求 

得下列表达式 

E a ( k ) ^ i a ,( h )[ B 0 X/I],, (86.19) 

其中是二维张量，通过其逆予以规定： 

ij(k) = - + Ml)]. (86.20) 

乙 \( i ) c * 

函数的自变景写成 I幻，作为它是矢景 A: 的绝对值的提示. 

函数 £U) 本身由 （86. 19) 乘以并对 d&/(2g) 积分而获得.因为 (^( k ) 
是偶函数，我们有 

E a (x) = — | ^^(^)cos kxdk[ B 0 x w]^. (86. 21) 

0 

尤其是，金属边界处场的值是 


①随后的计算与磁场穿透超导体的问题的解中（见第九卷， $52) 的计算•形式上完全相问 • 



( 86 . 22 ) 


Eoc, =“ 卢 [ 丑❹ x/l ] 存 ，^ =^T I (afi( k ) dk - 

0 

对于面阻抗的实际计算，我们取对称张最 (7 a / J U ) 的主轴方向作为 y 轴和 Z 
轴.张量^随着 C 7# 被引向主轴，而其主值是 

rCa) _ 2ico c dA: ⑷ _coe 2 A (o) 

( — ire l k 2 - ib ⑷ / k ， W ， 

其中是张童的主值.积分给出① 

0^r ，/3 b / ，“ 2 X 1/3 

广 =(1 - • ( 86 . 23 ) 

量， d 仅依赖于费米面的形状和 大小. 注意到阻抗 （86. 23) 全然不依赖于电子 
平均自由程.对于数量级估计，我们可以认为费米面的曲率半 径是〜 /> F ; 于是4 〜 

4，和 

/ fc 方 ^ |/3 

• (86.24) 

\ C€ p f / 

注意到阻抗的实部确定金属中场能的耗散.在所考虑近似下（其中忽略了 
电子碰撞），这个耗散具有朗道阻尼的件质氣 

反常趋肤效应中金属内部电场的阻尼规律不是指数式的，因而穿透深度的 
概念在这个情况下没有像 （86. 5) 中那样的字面 意义. 因为 （86. 21) 的被积表达 
式中包含振荡因数 cos 对任何给定 心积分 主要由&〜 1 A 范围予以确定•当 
这些值 A » V /3 时，出现函数 E (幻的显著减小③ • 因此，穿透深度 S 是的量 


级，或 



(86. 25) 


当频率增加时，这个穿透深度继续减小，但比对正常效应的情况慢 得多. 由表达 


① 积分围道（实轴的右半边）可在复 々平 面中绕过角度而不穿过被枳表达式的任何极点•沿 
直线 hue” 1 */ 6 积分给出 

锖 ob 

/= f kAk 一 iir /6 f udu 

J〆 “， 

用 《 3 + 6 = 代入后给出 

7 d/3 H , 一 r( i/3)r( 2/3) <1t/6 - 甘 (#+ i) 

/ = ^ J / U 、〉36-4( 1) C ■ 3, • 

② 反常趋肤效应本质的现象是伦教 （H . London (1940)) 首先注意到的.这个效应的定性理论应归 
于皮帕德 （A. B. Pippard( 1947)) ，而这里所给出的定揪理论应归于路透，桑德海默 （G. E. H_ Reuter, E. H. 

Sondheimer( 1948 )) • 

③ 当 -t »5 时，积分 （86. 21) 由所支配 ♦ 于是 <(/ r ) 〜而电场 £：( 幻如：^那样滅小 • 
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式 （ 86, 6) 和 （ 86. 25) 所确定的值（我们分别用\和心表示），当 5 〜/时数量级 
上是可比较的.因为其中一个按减小，另一个按 w _ 1/3 减小，显然对于如的 
同一个值，我们有 < 〜 S 2 J . 

最后，关于电子由金属界面反射的本性作几点评注.如果表面是理想的（无 
缺陷的），并与晶体学平面重合，则原子在其中的位形具有相应于晶格平移对称 
性的周期性.在那种情况下，电子的反射不仅能 M 守恒而且电子准动量的切向分 
量/ V 和也守恒.反射电子准动量的法向分量 〆 由入射电子的 h 值通过方程 

e(P: ， Py ， P: 、 =^(p, yPy^Pz) (86.26) 

确定，并且必须有< = ds / dp ^ >0,反射电子运动离开边界（入射电子的速度是 L 
= de / dp x <0).方程 （86. 26) 可能具有几个这种解，且一 般心# -v 

然而，对于掠人射电子，这些解总包括一个对应于准动 M 的小变化，具有< 
= - \(即字面意义上的镜面反 射）. 的确，对于几乎平行于边界运动的电子具有 
小法向速度 L 这意味着电子相应于 p 空间中等能面上一点厂它邻近 

于及 作为厂 的函数的极值点（那里以/冲， =0). 但邻近这种点，在极值点的另一 
边，总有一点 P ' 那里导数 k / ap , 与 z 5 点的值仅相差正负号. 

可以证明正是具有这种准动景变化的掠人射电子的反射，以很高概率发生. 
而且，对于由具有原子尺度粗糙度的欠完美表面的反射，当严格地说准动暈的切 
向分 M 不守恒时，该陈述仍然正确. 一 个直观解释是掠射电子的波函数在 z 方向 
缓慢变化，从而并“没有觉察到”表面的原子粗糙度®* 

值得注意的是，极度反常趋肤效应中面阻抗的值事实上对电子反射的本质 
相当不敏感.例如，漫反射中（当无论什么样的入射角，反射电子的所有方向都 
是等概然的），阻抗值与 （86. 23) 仅相差一个因数9/8•从平表面漫反射的边界条 

件可表述为：对 x =0 有55 (匕 >0 ， n ，〃J =0. 然而，这里傅里叶方法不适当，这 
个问题必须采用所谓维纳-霍普夫方法来求解炎 

§87 红外区的趋肤效应 

迄今我们已经讨论过趋肤效应的两个极限情况：正常效应，当平均自由程/ 

是三个特征长度 5,/ 和中的 M 小 者时； 和反常效应，当穿透深度6是最小长 

度时.现在让我们考虑第三种情况，其中最小的长度是~/如： 

v ? / o ) « S ^ v F /co « L (87.1) 

这种情况是由反常趋肤效应通过进一步增大频率这种自然方式达到的；虽然穿 


① 这个陈述的证明见下列评论文聿： An^^pe eB A•<I>••y<DH,105( 1971 ),113( 英译 ： A•F• Andreev, 
Soviet Physics U»pekhi f 14( 1972 ) t 609 ). 

② 见下列 文献： Reuter , E . H . Sondheimer , Pr 6 c . Roy . Soc . A 195( 1948) ,336. 
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透深度因而减小,但乘积^>5如0) 2/3 那样增大.对于寻常金属，条件 （87. 1) 在红外 
区是满足的. . 

这些条件 （87. 1) 对频率设置一个低限.然而，下面所阐述结果的适用性，它 
基于费米液体理论，还受到一个频率 上限： (仙 «^ F 如果这个条件不满足，会导 
致从费米分布的深处激发出准粒子，这些在费米液体理论框架中是没有任何意 
义的. 

为了确定电流和电场之间的关系式，我们必须再回到动理方程 • 然而，现在 
由于条件>> 含时间导数的项远大于含空间导数的项，还由于条件 w >> 

~//，含时间导数的项也远大于碰撞 积分. 忽略这些项后，我们有下列形式 


^-eE 

dt 


dn 0 



的动理方程.写成祕以扣 = _ i ⑷由此我们求得 


(87.2) 

Se uo 

动理方程中没有含坐标导数的项意味着没有空间色散.在这个意义上趋肤 
效应又是“正常”的.然而，含时间导数的项的存在导致电导率的频率 色散. 这里 
情况类似于计算无碰撞等离体中电容率的情况.二者的差别仅在于金厲的各向 
异性和费米液体效应.费米液体效应的结果是电流密度由一个积分表达，它不仅 
依赖于分布函数，而且还依赖于准粒子（传导电子）的相互作用函数 /( P ， 〆 ）• 
必须注意到，由于动理方程中存在的/1/以的项，这里不可能通过应用有效分布 


函数消去准粒子的相互作用. 

根据 （ 74. 21) 和 （ 74. 22) ,电流密度通过对电子分布函数的校正表达为 


r r r dS ； 2 dS F 

J= + //(以)少(’〜 (2 ^]^7, 

其中 p 是速度 IV 方向的单位矢莆，它与费米面上法向矢量相同.用 （87. 2) 的必 
代人，我们求得电流和电场之间的关系为下列形式；其中电导率 
张量是 



Pf 


dSi 


(2irfc) 


2d5 


> 




(87.3) 


张的对弥性由晶体的对称性确定（它并不像 （86. 15) 中那样依赖于场的 
方向）.在具有立方对称性的晶体中（为简单起见下面将假设这种情况），这个张 
量，从而简化为一 标童： 心，和 

a (( o ) = - A -^ V (eff) . (87.4) 



通过这个电导率对金属性质的描述，可按通常方式由通过电容率的描述来 
代替： 


U ) 


4tt£t( w ) 


4ire 


7 V ( 


^ro 


(87.5) 


记号 / v uff) 的应用类比于极高频下对电容率的极限表达式（见第八卷， §59).^ = 
1 -4 w 2 yV /( m ;)， 其中/ V 是物质每单位体积中电子的总数.因而~<〜在金属红 
外光学中代表有效电 子数； 它依赖于传导电子的相互作用函数 • 

与 yv Uf 0 —起，再来定义有效等离体频率 


i7= 1/2 


(87. 6) 


是有用的.于是电导率是 


iff /( 4 ttw) 


(87. 7) 


P 的值仅由金属的电子谱参量 确定； 因而，作为粗估，它等于〜费米界限能 
量.因为目前这个理论限于条件«~，我们有 /2» o >. 

场对金 属的穿透问题由方程 （ 86. 4) 描述，在用 （ 87.7) 的 cr 代 入后， （ 86. 4) 


变成 


ff 


=0 


^—►00 


时趋于零的解是 


E^E 


x /6 


d : c/fl 


(87. 8) 


(对典型金属，〜 1( T 5 cm ). 因而场是按指数律阻尼的，穿透深度不依赖于频 
率.通过 （86. 3) 的第一个方程容易看出，电场和磁场之间的关系现在由 （86. 8) 
给出，带有阻抗 


1(0 


(87.9) 


纯虚数阻抗表示电磁波从金属表面的全反射，没有 耗散. 这个结果是应该预期 
的，因为所用近似没有考虑到电子的碰撞，它是耗散的 原因. 

用 （87. 7) ，要使这个理论适用的基本条件可以写成 

fl» (o » flv T /c. ( 87. 10) 

左边不等式通常是与»0相容的（其中0是德拜温 度）. 在这个情况，公式 
(87. 3) 中的费米参量 iv 和函数/，于是必须不是取在费米面本身上，而是对 
U - »0取的.如在第九卷，§65曾经证明，电子声子相互作用导致结果是 

在这个范围的％不同于在范围 k -心丨 <<沙的 tv (例如，关于低温下金厲的静 
态性质，它是重要 的）； 对干准粒子相互作用函数，同样结果也是正确的. 
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交变外电磁场并不能深透金属的事实，换句话说，意味着具有频率直至等离 
体频率〜 17) 的未阻尼电磁波，不能在金属中传播 • 

然而，存在恒定磁场5时，情况完全 不同. 磁场改变了电子运动的特性，并 
从而极大地影响金属的电磁性质.并且重要的是在垂直于磁场的平面中，运动变 
成有限的.在强场中，当轨道的拉莫尔半径 r B ~ cp F / eB 变得远小于平均自由程 

时， 

r B « I ( 88 . 1 ) 


( 或者等价地，» 1 时，其中- v r / r B - * c ) 是拉莫尔频率和 T - l / v ? 

是平均自由时），横截磁场方向的电导率极大地减小，当 00 时趋于零.我们可 
以说在这些方向金属的行为像介电体，因而对于电场偏振方向在垂直于 B 的平 
面中的波，能量耗散减小•换句话说，这种波（在一级近似下）的无阻尼传播因而 
变成可能.并且可容许的波频率受限于条件 

a) « o) B ； ( 88 . 2 ) 

仅当这个条件满足时，在场的周期期间电子轨道才能经受可观曲率变化,从而导 


致对于这些频率金属电磁性质的改变. 

电子（在垂直于忍的平面内）的有限运动，预先假定其动量轨道，费米面的 


一个截面，也是有 限的. 因此，关于上述讨论，对具有闭费米面的金属，对 5 的任 
何方向都 适用； 而对具有敞费米面的金属，仅对使得其截面闭合的那些 5 的方 


向才 适用. 对敞截面，在磁场中电子运动仍然是无限的，电导率并不减小，电磁波 


在所述方向的传播不可能出现. 

金属中无阻尼电磁波可认为是电子费米液体能谱的玻 色支. 这些波的宏观 
本质由其长波长（远大于晶格常 U ：) 显现 出来. 由于这个原因，激发仅相当于相 
对很小的相体积，它们对金属中热力学量的贡献可以忽略 • 

我们再次写出麦克斯韦方 程组： 



V x B 



V xE = 


1 dB 

c dt ' 


(88-3) 


其中右表示波的弱交变磁场（与恒定磁场 b 大不相同）•从这些方程中消去云 
给出 

% 

4 n dj 

V x(V xE ) = V(V - E ) -—- 77 . 

c 0^ 


对于单色平面波，由此有 

( (88 . 4) 

C 



第九章金 厲 


电场忍通过纥用电流来表达，其中= ( C ^ 1 )# 是电阻率张量.于是我 
们得到线性齐次方程组 

k2 pafi - k a k yPyfi - j fi = 0. (88.5) 

这个方程的行列式给出的方程确定波的色散关系. 

在§84和§85中，我们曾推导过定态情况下强磁场中金 W (在剩余电阻 
区）的电导率张量的形式.现在让我们来阐明对非定常情况下那里的结果必须 
如何修改. 

电场在时间和空间上的周期性（因而电子分布函数的交变部分的周期性） 
导致动理方程左边出现下列项 


dhn dhn 

— + v - - 

dt dr 


一 icjhn + i 灸 • v 8 n 


( 比较 （74. 25)). 类似于 （84. 7) ，我们令如和 S S 为下列形式 

• h ， S 在= —• g * 
ds ds 

根据 （74.21)， 函数 A 和 g 由线性积分表达式 

s 

相联系.于是动理方程变成 


^-[^(^) ^ id ) L ' [ g - \(k - 1 ?)^] = v. (88. 6) 

dr 

它与以前的方程 （84. 10) 的差别在于将那里的 /( g ) 用方括号内的表达式代替 • 
这个表达式现在不仅依赖于杂质原子对电子散射的本质，而且还依赖于电子间 
的相互作用 函数. 

由于条件~ «/，方程 （88. 6 ) 中项 /( g ) 远小于项 枚 / dT ， 如在以前的方程 

(84. 10) 中 那样. 由于条件项一 展〜一及也很小 • 我们还对波数强加 
一 个条件, ， BP 

kr B << 1 ， . ( 88. 7 ) 

波长必须远大于拉莫尔半径.于是 （88. 6) 的方括号中最后一项也很小.在这些 
条件下，利用逐步求近法求解动理方程的方法 （§84) 于是仍然适用，因而那里 
所求得的电阻率张最，其按 1/ fi 的幂展开式中为首几项的结果也适用.然而，由 
于方程 （88. 6 ) 中出现和 it ，一般将有电导率的频率和空间色散 • 

若干长度和时间的特征参最的存在，和费米面几何性质的多样性，引致与金 
厲中电磁波传播有关的大童现象.我们（在本节和下节中）将仅限于研究几个典 
型情况. 


金厲中 的磁等离体波 


让我们以具有闭费米面的未补偿金《 为例. 根据 （85. 4) 和 （85. 5)，电阻率 


张單:的最大分量是 


p ” = 一 p ”- ec ( N c - N h 、， ' - 7 

这属于张 M 的非耗散（反厄米型）部分.这个分 M —般不依赖于碰撞积分的形 
式，因而不依赖于方程 （88. 6) 方括号中表达式的 形式. 因此，公式 （88. 8) 在波场 

中仍适用. 

通过电阻率张最(或电导 率张量 ^邱）对介质的描述等价于应用电容率 
张量的描述 


( 88 . 8 ) 


47Ti(7 


， （ 〆 1 ) ^ = 


^Pafi 

4^ri 


这里张暈心“ 1 )#仅有分 tt 


= 一 ) v , = 


_ o)B _ 

4 irice ( - A^ h ) # 


这个表达式与 §56 中对等离体中的螺旋波求得的相同，除掉要用差值 
代替 乂. 因此，§56中所获得的结果可直接转用于金属中的这些波，它们同样称 
为螺旋波①. 

螺旋波的色散关系是 

cB I cos ^I (88.9) 

4 价 i7v e -yv h i ’ 

其中0是 A 和/?之间的 夹角. 波的电场在垂直于磁场忍的平面内是椭圆偏振 
的.以磁场忍的方向作为2轴（如§56中那样），而通过 &和 B 的平面作为 n 平 
面，我们求得电场 

E y = ± i I cos d \ E %9 (88. 10) 

上面和下面的符号分别与的情况相联系. 


§89金属中的磁等离体波 

现在让我们考虑具有闭费米面的补偿金属 （ W 。= W b ) 中的波•除了强制性条 

件 （88. 1 ) 和 （88. 2) 之外，我们将假设还满足不 等式： 

o ) » v T /l % a ) » kv v . (89. 1 ) 

由于第一个不等式暗示动理方程 （88. 6) 中碰撞积分 /( g ) 远小于项 io >£__ g ， 而 
由于第二个不等式暗示项 i (卜 lOg 也 很小. 忽略这些项，我们得到方程 


①这种波在金厲中传播的可能性锌由康斯坦丁诺夫和佩宙尔（0， B . KoHCTaHTHHOB, B . N . 
riepe / ib ( 1960 )) 指出过 • 
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^-iioL ' g^v , (89.2) 

dr ' 


它与方程 （84. 10) 的差别在于用代替项 / U ). 

§85中对定常情况下的电阻率张景所获得的结果因而仍适用，除了在 1 /S 
的幂展开式中小参量不是 r fl // 而是 - b / ov 电导率没有空间色散，但是有频率 
色散. 

根据 （85. 7)，在定常情况，对于补偿金属的电阻率张量，其分量的展开式中 


首项是这样的： 

p iZ = const ； p xx 9 p sy ocB 2 ； p„,p yi oc^. ( 89. 3 ) 

然而，为了显示出这个张置中的参最 r〆 /， 我们必须査明不仅 B 而且/如何出现 

在其分童中.为此，我们写出例如估计量 

/ I \ 2 B I 

其中 P 。 〜 Pf /( Ne 2 l ). 类似地， 


I B B r B 

现在，釆用上述展开参量的变换，我们求得张量(⑴）为下列形式: 



(89,4) 


其中所有 %〜 I 是童纲为1 的实 系数； 这里应该认为最 W 和 

( m / c ) 中）是以某种方式所选择的参量并具有正确数量级. （89. 4) 中所有项属 

于张擞的反厄米型 （ B 卩非耗散的）部分.因而很显然，仅包括这些项将给出无阻 

尼波. 

在忍和 t 的方向为任意的一般情况下，波色散关系要用相当冗长的公式来 
表达. 我们将仅考虑一个特例，用以阐明这些波的基本 性质. 

我们将假定金属晶格具有髙于二阶的对称轴，和假定磁场忍沿此轴 （ z 轴） • 
量\,，％和形成叮平面中的二维对称张量，在所述对称性下简化为一 
标 = a > r ^ a ,, a, y =0. M 〜和％在同一平面中形成二 维矢里 ，在所述对称 

性下为零.因而仅余剩下列分景 


〜 = P” = 



一 B -心 


(89.5) 
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我们再次取^平面包含々和《的 方向. 如果忽略0„(它远小于 p „)， 色散关 
系分成两个 方程： 

^Tlia) j2 n ^TTKi) |2 n 

- k Pry =0 ， —T~ - k z p^ % =0 ； 


这里我们假设 灸和忍 之间的夹角 0 不太接近于 yl 所以 W 不太小 （cos 0 » ( o / 


B h 因而我们求得对两类波的色散关系 


= f^K V ^， 


(89,6) 


o / 2> = 


ku K I cos ^1 ya7 


其中 (D 


B 


• \ l /2 # 


(89.7) 

(4^T/Vm 

金属中的这些电磁波称为 磁等离 体波. 这两种类型分别类似于等离体中的 
快磁声波和 阿尔文波②.对应于慢 磁声波 的振荡，分明不能具有满足 （89. 1) 第二 
个条件的速率 勿 / A ， 因而在金厲中不能出现 • • 


§90磁场中金属电导率的置子振荡 


§84和§85中所给出的磁场电流效应的理论，在下列意义上是准经典的 • 
量子行为仅出现在电子分布函数的形式上；没有考虑到磁场中（具有闭合电子 
轨道）能级的离散性•然而，这个离散性引致定性上新的效应，即电导率作为磁 
场函数的振荡性质（所谓 舒布尼科夫-德哈斯 效应）•这个效应类似于磁矩的振 
荡性质（德哈斯-范阿尔芬效应），但是它的理论更复杂，因为它是动理学性质 
的现象而不是热力学性质的现象.我们将在无相互作用电子的模型的框架下来 
研究它，而不管费米液体效应影响的问题（它看来似乎还没有被研究过） • 

如§84中那样，将假设在条件 （84. 1) 的意义上磁场很强，我们写成下列形 


式 


其中 T 是电子平均自由时和 


»1 , 

(90. 1) 

eB 

_ 

(90.2) 


① 对色散关系 （89.6) ,(89.7) ，条件«0)意味着我们必须有 “ A » 在可达到的磁场》下. 

这个实际上仅在具有低载流子密度下的半金 M (例如铋）中得以满足 • 

② 存在这类波的可能性是由布克治鲍姆和戈尔特 （ S . J . Buchsbaum, J. Golt( 1961 )) 指出的•这里 

所给出的理论应归于卡涅尔和斯科博夫 （3. A . Kanep , B. T . Cko 6 ob ( 1963 )). 
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是拉莫尔 频率; 7/ T 是电子的回旋质章 

当然，同时磁场必须不太强使得不至于破坏准经典性条件 

ha> B « s F . (90. 3 ) 

和 r 之间可以有任何关系. 

我们将仅限于考察横向（相对于磁场/它在 z 方向）电导率的 M 子振荡，并且 
为了简化公式而假设晶体具有平行于磁场的（对称阶数 >2的）对称轴.在这种 
晶体中，电导率张最的对称部分（耗散部分）仅具有分量横向分 
景问题比较简单，这是由于碰撞对它们的影响（如我们在 §84 中所看到的）与磁 
场的影响比较起来可认为是小 微扰； 对于纵向电导率情况并非如此 

如 §84 中那样，我们考虑处于剩余电阻区的金属，因此我们涉'及的是电子 
与杂质原子之间的碰撞.因为这些碰撞是弹性的，具有不同能最的电子独立地参 
与产生电流. 

令为每单位能 ft 范围电子的最子态数.于是具 有能* 在心范围的电 
子的空间数密度是其中表示态占有数•令人 U ) 为这些电子 
所产生的横向电流密度.当电场和电子密度梯度同时存在时，电流密度是下列 
和： 


jy ( s ) = eD ( s )— g ( s ) + a yy ( e 、 E y . (90.4) 

第一项是扩散电荷传递是对具有能 fi 为 e 的电子（在实际空间中！）的扩 

散系数. 

对于分布 


n 0 (e -€(p) ^n 0 (e) - e(p 


dn 0 




de 


电流 （90. 4) 必须为零，该分布对应于在具有势 WO 的弱静电场中电子气体的 
统计平衡分布 （〜 为费米分布）.因此作为和 Z>U) 之间的关系我们有 


(T yy \e) = - e 2 g(e)D(e) 


dn 0 

de 


总电导率，包括来自所 有能最 电子的贡献是 


cr yy = -e 2 J g ( s ) D ( e)^de = - e 2 


Z D(C 


dn 0 {e t ) 

de 


(90.5) 


姑后的表达式中是对电子的所有量子态求和 p 约定表示所有态量子数组 • 这个 


① 注意到（见第九卷 ，（57* 6)) 定义是 m ’ = (1/2 tt ) aS / de, 其中 SU , p ,) 是等能面被平面 P" const 

所截截面积 •，这 里这个等能面定义于 p 空间(而不是第九卷中那样定义于 p/A 空间）. 

② 至于对电导 率张觼 的反对称部分，则*子振荡仅在相对于 l/(O^T) 的二级近似下才 出现， 
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公式将电导率的计算问题归结为没有电场情况下电子扩散系数的计算. 
扩散系数又通过 （21. 4) 类型的公式 




用微观散射事件的性质来表达，其中5：是对时间&内电子所经受的碰撞求和， 
而 Ay 是碰撞中电子坐标 y 平均值的变化（在垂直于场的平面内，电子运动是有 
限的，在准经典轨道的直观图像中 Ay 是轨道中心的位移）.令 

表示散射中电子从态 S 跃迁到态，的 概率； S 函数表达散射是弹性的这个事实, 
因数 / v , mp s 杂质原子浓度，表达受无规分布原子的散射事件是独立地发生的.于 
是扩散系数是 


= y X ( n .,) 2 、, 8 ( 心 一~) 


其中 y , 是态 S 中坐标的平均值.将这个表达式代入 （90. 5) ，我们求得电导率为 


—N. 

2 itnp 




(90.6) 


( S . Titeica , 1935 ； B. M. ^aBbiAOB, H. FIoMepaHHyK ， 1939) ①. 

在这个公式的实际应用中，必须使 s 的意义明确.磁场中传导电子能级的离 
散》子化发生在当 P 空间中有闭合准经典轨道时（即等能面的闭合截面），我们 
将假设如此情况.最子态由四个最子数 


s = ( n t P xi P t = p t 9 a ) (90. 7) 

定义，其中 n 是（大）正 整数; cr = 表示电子自旋分量的值；^和 P , 是广义准 
动 W p -P - eA / c 的分 M. 磁场的矢势在规范 A t = -％,=/4: =0下选取•因为 
坐标$和 z 是循环坐标，广义准动最分莆/%和/\是守恒的（见第九卷， §58). 

能级仅依赖于其中三个 量子数 和它们由表达式 

- s ( n 9 p t ) + ( T/SBKpJ (90.8) 

给出，而且函数为方程 

S ( s 9 p t ) (90.9) 

的解. （90. 8 ) 的第二项中一 = 是玻尔磁子，因数匕 （ P J 描述电子磁矩中 

归因于晶格中自旋轨道相互作用引起的电子磁矩变化. 

§84和§85所考虑的电导率张 量实际 上是精确函数对小量子振荡 

求平均的结果.尤其是，由 （85. 3 ), 这样求平均后的横向电导率是•首 


①在杂质散射中，泡利原理并不影响公式的形式；比较碰撞积分 （78. 14), 其中与这个原理联系的 
乘积相消. 


先，我们将证明这个结果是从公式 （90. 6) 得出的，并且将确定这个公式中量％,, 
和对于电子和杂质的准经典碰撞积分 （78. 14) 中函数之间的关系. 

§84中曾注意到，电子准经典运动的条件同时也保证散射过程不依赖于磁 
场.场不存在情况下，具有准动量从 P 变化至 〆 的散射概率，曾经在碰撞积分 
(78. 14) 中表达为 




dV 

( 27 rh ) 


(90. 10) 


为了使这个表达式写成也适用于磁场中散射情况的形式，仅需变换到对磁场中 
运动仍有意义的 变量： 


w(P[,p , x ,e f ;P x ,p 1 ye)^(s-£ , ) 


dP x dp t de 


(90. 11) 


(导数 v y = de / d Py 也理解为要用新变量来表 达）. 准经典轨道中运动的 y 坐标与 
广义准动量由关系式^ + eBy / c 相 联系； 因而（对轨道的）平均值是 


对振荡求平均后的电导率 Jv ， 由 （90. 6) 通过对离散变量 
变量 S 的积分来代替.为简洁起见，应用记号 


(90. 12) 


的求和用对连续 


p\ ， P :、=y | (k - k 1 ) 2 


wdPdP [ 


X - X 




(90. 13) 


我们求得 


dn a 2dpdp[ 


(90. 14) 


(因数 2 来自电子自旋的两个方向，散射概率假设为不依赖于自旋，因而自旋分 
量不变）.对 〆 的积分消去5函数.在对 e 的积分中，我们可以认为慢变因数 a 
为常最（取其在6 时的值），从而仅对导数如 〆 如积分 • 结果是 


2 


! a 


一 1 

(2TThj J= B 


/ HpJ 


2d Pr 


(90. 15) 


现在让我们考虑到能级的离散性.这意味着， （90. 14) 中（给定 P , 和下） 
对连续变量 e 的积分于是必须用对〃的求和来代替，即 


j •••de — >ha) B ^ ♦“， 


其中 


H(On = 


de(n,p 2 ) 

dn 


正如由 （90. 9) 和回旋质量 m •的定义显然可见的•应用上述记号，我们有 
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2 


II 




8 ( 


. € r ) ha ) B h(o 


, d MP : 


no- _r»cr, - o - d (2 T 7 方 ） 3 、一 

(注意到由于对两个变量 仏和 〆 的积分，函数《可认为对它们是对称的）. 
这个表达式的振荡部分 CT yy 借助于泊松求和公式 


(90. 16) 


0D 


F(0) + $ F(n) 


o 


OD 

F(x)dx^-2Re g I F(x)e 2ltiU dx (90.17) 


予以分岀（比较第九卷， §63), 它是由这个公式中对 / 求和产生的，而平均来 
自第一（积分）项. 

我们将认为与平均比较起来振荡振幅很小（这对磁场强度强加一定条 
件，见后面的 （90. 26)). 因而充分的是每次仅考虑到 （90. 16)( 对 n 和对 n ') 求 

和之一中的振荡部分.考虑到《对 P , 和 〆 的对称性，并类似于 （90. 15) 定义 
我们有 


i Re Z I 

D lm \ m ^ 


( 90 . 18 ) 


其中 y ^是积分 


九 = - J 心 J b { e na f p t ) 


如 o ( 心 


2 iri/n 


ds 


dn 




的振荡部分.用 （90. 8 ) 的函数代替 / i 作为积分变 fl , 我们对 e 作分部积 
分（并且可以将慢变因数6认为是常贵）.被积出项并不导致对磁场的振荡依存 
性（而且仅是对的小校 正）； 忽略这项，我们得到 


叫 / 

0 


b ( e , p : ) dn 




dp x de . 


(90. 19) 


exp 


这里 Ma 和引进函数 




cS ( e 9 p 2 ) 

2 irehB 


(90. 20) 


( 比较（90.9));在函数6(^^,厂）的自变屋：中，与大量€比较起来忽略了项從反 
(90. 19) 中对/>,的积分像对研究德哈斯-范阿尔芬效应时出现的类似积分 
(见第九卷， （63. 8)) 那样完全相同的方式 实现. 积分由八=&„(幻点附近的范 
围予以确定，在此点(即截面面积 S ) 作为 R 的函数具有 极值. 结果是 


▽ r 2iTiV^exp I 2iTiln rx ± itt/ 4 \ b ex (e) dn e 


(90.21) 


其中 
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= n (农，(农>>，=厶（彡，/>,«(农） ） ， 


指数函数中的±号指其中分别是函数 〃（&/>,) 的极大或极小的 情况； X 表 

€X 

示对所有极值求和. 

积分 （90. 21) 同样也是完全类似于第九卷中的积分 （63. 9), 差别仅在被积 
表达式中的慢变因数6和 dn„/cU 这些因数（和 | d 2 n / dp, 2 |」 /2 — 

样）可用它们在 e 处即费米面上的值代替.对 e 积分和对^求和于是导致最 
后结果 


90 


(T 


yy 


SX 


ex 


2 5/1 ^ n (eh) WA b 


一 1)V : C08 {，^ 


tx L IT 
——■ 

4 


t 


1/2 


(T 


(0 

yy 


tx 


c l /2 B 3/2 l l/2 


d 2 S 


2 




1/2 


A ； / m 
cos 说： 


> 


shA ^ 


m 


A , =2 tt 2 IT /( h ( o g ) , ( o B = cB /( m ^ x c ) f 


(90. 22) 


其中和 k 是在费米面上 e 处取值① • 

如果对的给定方向仅有费米面的一个极值截面，则电导率 cr y ，的振荡部 
分与纵向磁化率之间有正比关系.将 （ 90. 22 ) 与 第九卷的公式 （ 63. 13) 比较给出 


a 


{2 ny ^ m ： x b tx dM 


yy 




dB 


(90.23) 


上述计算预先假定电导率的振荡振幅远小于其平均值•不仅如此，这个必要 
条件实际上是使§84和§85中所阐述的整个理论可适用的 条件： 很显然，平均 
值仅当它们形成电导率张量的主要部分时才有实际意义 • 


当 — a 时，振荡振幅由 （90. 22) 求和中为首几项确定，具 有/〜 1,入 


根据 （90. 15) 中的定义 ，匕的 值可估计出为6 
我们有对振荡振幅的下列估计值： 


( rB 2 / p F . 导数 


因此， 


a /a ^ ( h ( o B / s F ) 1/2 , h ( o B ~ T . (90.24) 

由于强制性条件 （90. 3) ，这个比值很小. 

然而，如果 T « ，则估计值改变了 • 在这个情况下，振荡振幅由 （90. 22) 
中大最项的求和确定，具有 A , ,即/〜这种项的数目是/本身的量 
级.与以前的估计值比较，这里出现一个附加因数厂 1/2 卜（&> 〆 『） |/2 ,因此 


①关于 电导率的振荡，阿希泽尔 （ A . H . AxHeaep ( 1939)) 和达维多夫，波姆兰丘克 （ B . H . 
flaBbiAOB , H . s \. n OMe pa H HyK(1939)) 讨论了电子色散关系为二次的情况，而科谢维奇，安徳列耶夫 （ A . 
M . Koccbhh ^ B . B . AHApece ( I960) 〉 讨论了任何色散关系的消况 • 



磁场中金厲电导率的置子振荡 




这个比值要很小的必要条件导致条件 


ha) B « ( e r T ) 


习 题 


(90. 25) 


(90. 26) 


对于具有平方色散关系（^ = 〆 /( 2 m )) 的电子气，确定其横向电导率.电子 
在杂质原子上各向同性地散射，具有截面不依赖于能量. 

解 ：问题 导致对出现于 （90. 15) 和 （90. 23) 中量的计算.对于平方色散 
关系，和 p =0. 因为沿闭合轨道的平均速度 I ； =0;因此，按 （90. 12 ) , k = 
cP % / e . 根据正文中的讨论，当计算 U - W ) 2 的平均值时，我们可以认为散射过程 
不依赖于磁场.因此，/ * 和 / i 之间的差别不重要 ：如果 散射原子的位置取为 r = 0 , 
我们有尸 = p . 

在所考虑的情况下，散射概率具有形式 f ^ u do '/47 T ,其中 do ' 是散射后动 
量，方向的立体角元，而 cr Q 是恒定总散射截面•这个表达式可以写成等价 
形式： 


.^ 0 ' 8 ( g - e r ) de r , 

4 irm 


其中^是砂平面中，方向的方位角，它在这里代替 （90. 11). 类似地，我 们将尸 
空间中的体积元写成 d 3 p — ,和 

p x — (2 me ^ p ]) 1/2 cos < p . 


于是我们求得 



( 占， 〆 ， P:) = 


Sire 



2 irh Se 2 h 



和 

•/2ms 

b (e，fO = 以 ― f a 

着 */2m€ 

其中 / = l /(〜/ V iinp ) 是平均自由程. 

平均电导率按 （90. 15) 计算，并等于 

O^yy =C 2 p r N/(B 2 l) , 

其中#=/4/(377、 3 )是电子数密度•费米球的截面面积在 R = 0 为最大，并且 
S ex = •因此 


dp : 

(2 ^hy 


c 2 y/ime ( 10 
16tt 2 为 3 /( 3 


2 


me - p t 


b ek =5c 2 N/(16l). 


第九章金 属 


电导率的振荡部分，按 （90. 23) 求出为 

〜_ n2 一 5 

ayy ~ a ”6 Ne ? dB . 

至于磁化强度的振荡部分对于所讨论的模型由第五卷的公式 （60. 6) 给出. 


第十章 

非平衡系统的图解法 


§91 松原响应率 

关于弱交变外场中各种系统的行为的研究，通常归结为对相应响应率的计 
箅.在这一节中，我们将推导把响应率与某个辅助量相联系的公式，它可通过松 

原图解法予以 计算； 这开辟了用这种方法来研究各种系统的动理性质的道路 
(A. A. A6phkocob ， M. E. fl3H ； iomMHCKHft，/L n. ropbKOB ,1962). 

注意到响应率 a ( w ) 定义如下（见第五卷， § 123) .令外界对系统的作用可 
通过在哈密顿算符中包括微扰算符 

V ( t ) = - i /(0 (91. 1) 

来 描述； 其中 i 是表征系统的某个物理量的薛定谔（时间无关）算符，微扰广义 
力 /( f ) 是时间的给定 函数； 我们假设没有外界作用情 况下％ 的平均值为零.于 
是，在相对于/的一级近似下，平均值^(£)和力/(0两者的傅里叶分董之间有线 

性 关系； 而响应率是这个关系式中的 系数： 

x u =a(ct>)/ tt . (91.2) 

根据久保公式（第五卷，§126)，函数 a ( w ) 可以用箅符形式 

a(co) =i j e ,u,t (x o (t)x o (0) - x 0 (0) x 0 ( t ) ) dt (91. 3) 

0 

予以表达，其中是用系统的未微扰哈密顿算符（由下标 0 指出）所定义的 
海森伯算符，而 〈…〉 表示对系统的指定未微扰定态求平均，或者对具有未微扰 
哈密顿算符的吉布斯分布求 平均取 

现在让我们纯粹形式地考虑，遵循“松原”运动方程的系统，它与实际方程 


①整个这一章中采取 ft = 1. 
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的差别在于时间的变换新变量 T 在有限区间 

-1/ r ^ r ^ l/r (91.4) 

取值.令此系统经受一微扰 

V(t) = - i /( r ). (91.5) 

于是平均值 i 也将是 t 的函数，我们将函数 /(T) 在区间 (91.4) 展成傅里叶 级数： 

00 

fir ) = X 卜 hsT ， (91.6) 

J = — 00 

函数 i ( r ) 也类似地作展开®. 

松原响 应率定义为两个展开式的分量之间的比例 系数： 

= a „(^ )fr (91.7) 

现在我们的目的是，首先，要获得对类似于 （91. 3) 的一个 公式； 其次，要 
求得与所寻求函数之间的一个 关系. 

我们从第一部分任务开始，令 i 为系统的未微扰哈密顿箅符 .a x 的“精 
确”松原算符按公式@ 

x u (t) = (T ， (T,0)io(r)r7(T,0) 

进行计算，其中士是松原 S 矩阵： 

T 

<j(t, 0) =T T exp| - J C(T')d〆 } ， 

0 

下标 0 表示松原“相互作用绘景”③中的算符 

Xq(t) =exp(r H 0 )xexp( -r H 0 ) , 

以及类似地对于 Voir ). 在一级微扰理论中，表达式 （91.9) 简 化为： 

T 

a -( r ,0) « 1 - J C ( T， ) dT ^ 

0 

对吉布斯分布求平均后的值是 

x ( r ) = Tr | e ' wA / r i M ( r )|. 

按照第九卷 （38. 6), 我们有 

i/r 

e- f?/r =e- 、 / V( + ， 0 卜 eX p( - 戌 /n (1 - j* R(’)d T '), 


① 对于 M L 它具有经典极限，我们必须应用对应于玻色统计法的方法；于是展幵式 （91. 6) 是由 
“偶频率的项构成的 • 

② 下面所应用的所有槪念和公式可在第九卷，§38中找到 • 

③ 即使当初始算符 P ( t ) 显含变研 r 时，公式 （91.8 >也是适用的（尽管第九卷，§ 38给出的推导中 
并没有这样的含怠）. 


(91.8) 

(91.9) 

(91. 10) 

(9 K 11) 

(91. 12) 



而按照 （91.8) 和 （91. 11) 


r 


i M (r) (^) - j {^*( 了 )^*( 了 ’） - 0(T')i:(r) }d7*’. 

0 

将这些表达式代人 （91. 12) ， 以相同精确度给出 

T 

x(t) =Tr{e • 心 r [J(R( T ，） i 0 M ( T ) - ^ ( T ) ) ) dr f - 

0 

里 /r 

- J RO’)i 0 (T)dT’ 

0 

在第一个积分中，变量 T ' < r ，而在第二个积分中，我们将积分区域分成从0至 T 和 
从 T 至 1/ r 两 部分. 经过相消，和用 （9 h 5) 的 h ( T ) 代人,我们看到结果可写成 

1/T 

x ( r ) = jf ( r f ) < T ^ 0 M ( r ) i 0 M ( r , ) > dr f ; (91.13) 

0 

( 注意到对 T 编序的算符 T t 使含 T 的因数从右至左按 T 的增序排列，不改变乘 

积的正负号）. （91. 13) 中的 〈…〉 是对具有哈密顿算符土的吉布斯分布求平均. 
求平均的结果仅依赖于差值 T - 〆 . 最后，将/(，）表示成傅里叶展开式（91.6) 
的形式，我们得到对松原响应率的所寻求 公式： 

i/r 

« M (^) = I e ^ jT < T T io ( r)io (°)) d ^* (91. 14) 

0 

我们看 到〜（0 是用由算符 i 所构成的 松原格林函数 ①的傅里叶分量表达 
的（比较第九卷 （37.2) 中的定义）.我们注意到的这个公式与对 a (仿）的 
公式 （9 L 3) 的差别，后者包含（相对于时间 f 的）推迟对易式，而不是这里对 t 
的编序积. 

为了解决所提任务的第二部分，即寻求函数《(^>)和心（0之间的关系，我 


们必须从公式 （91. 3) 和 （91. 1) 开始，并将这些函数用算符 i 的矩阵元表达•这 
里我们将不给出有关计算，因为它们与早先的类似计算实际上完全相同（比较 


第五卷 ， § 126; 第九卷， §36, §37) •我们只限于指出 结果: 


a(cu) = ^ exp 


( - E ./ T ) 


\x 


(0^(0 


(1 - exp( 


/T) 


)， 


« m (^) = X eXp 




心 一 O ) 


(1 - exp ( 


/T) 


(91. 15) 
(9 L 16) 


这里是薛定谔算符 i 相对于系统定态的矩阵元，以及 - I . 对两个 


①简称松原函数，又称温度格林函数，虚时格林函数*—译者注. 


表达式的比较表明 
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« m (^) =«(*^) » >°- (91.17) 

因为响应率 a ( oO 在正的虚半轴0上是实量，则函当乙 >0时是实的. 
另一方面，由 （91.6) 看出 a M ( - U =<((,). 从而 是么 的实偶函数，用 
0£( W ) 由公式表达为 

« m (^) = a(ikJ ). (91,18) 

这给出所寻求的关 系式. 为确定 a ( o >)， 我们必须构造这样一个函数，它在 
上半0> 平面是解析函数，它在正虚半轴上离散点 = 处的值等于这 
样给出所寻求的响应率. 

在下一章，上述方法将应用于超导体动理性质的问题. 

最后，我们将证明，由《(仿）我们可以求得最 x 达到其平衡值^=0的弛豫公 
式.为此，我们将假定$的初始非平衡值是由^ <0时作用而以后解除的广义力 
所产生的.在某一时刻的值由整个以前时间/( 〆 ）的值 确定： 

I 

^c(t) = I a(t - t f )f(t r )dt\ 

- oc 

函数 a (0 与响应率由傅里叶逆变换式相联系 

a(t) = J 

- 

(比较第五卷，§ 123) .如果当 t >0 时/=0,于是 

0 

x(t) = J a(t - dt\ 

— « 

t 大时 WO 的行为由 oo 时的渐近形式 确定. 后者又是由 a (0>) 的奇点确 
定，这个奇点位于 W 的下半平面并且最接近实轴 • 尤其是4的弛豫按简单指数 
律: roce ^' 具有弛豫时间 T , 对应于在 w = - i / T 的简单极点 • 

§92非平衡系统的格林函数 

物理动理学中的问题总是涉及非平衡态的分析研究.然而，上节中所描述的方 
法的应用，在某些情况下容易使动理学量的计算归结为对处于热力学平衡系统的格 
林函数的 计算； 这表明应用图解法（例如，松原函数方法）的可能性，后者基本上适用 
于平衡态.当然，这个可能性总是限于与不太远离平衡态相联系的物理问题. 

现在我们将着手建立一个图解法，它原则上适合于计算处于任何非平衡态 
的系统的格林函数.于是这种方法所获得的对格林函数的方程就其意义而言类 
似于动理方程.然而，当应用于平衡系统时，同样的图解法使之可能得到（非零 
温下的）格林函数和响应率，直接作为连续实频率的函数，而无需任何解析延拓 
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(在这方面方便）可以证明，在复杂情况下，比松原函数方法更加有用 ）.$ 

对于非平衡系统的格林函数，以类似于平衡情况的方式定义为 

^ a { tri ( X ly X 2 ) =< niT ^ i (^ l )^；( X 2 ) U ) = 

r 〈 n | 也丨心 ， q >~， 

= . . (92.1) 

l ; 〈打 I 卜〉 a <， 2 . 

唯一区別在于（由符号 〈n 1 … I n .〉 所表示的求平均）现在是对系统的任何量子态 
进行求平均，而不一定是像平衡态中那样对定态进行求平均②.这里和后面，上 
面的正负号指费米统计法，而下面的正负号指玻色统 计法； 在后一种愔况（对无 
自旋粒子的系统）自旋附标 A 当然必须省略.对于玻色统计法的情况，假设 
没有凝聚，即所考虑系统或者其粒子（例如，声子或光子）数并非守恒位，或者处 
于温度高于开始凝聚的 温度. 在不均匀非平衡系统中，函数 （92. 1) 已分别依赖 
于变量对 A ，/*,)* =( q ， r 2 ) ，而不是如平衡情况中那样仅依赖于它们 
的差值心 - A . 

图解法使我们能将互作用粒子系统的格林函数通过理想气体的格林函数来 
表达.然而，同时有必要引进除 C 以外的其它函数.为了不致打断随后的分析, 
现在将给出这些函数的定义和它们的一些性质. 

为了 §93中将阐述的理由，适当的是将 （92. 1) 的函数用 G 一 来表示 ：因而 
我们将这个定义写成下列形式®: 

iG ； 2 ~ =( T ^>；) = 



① 这个方法应归于凯尔迪什 （/ I . B . Ke ; inbnii (1964 >K 在某些方面它类似于米尔斯 < R . Mills 
(1%2))对平衡态所发展的方法. 

② 第九卷，§36中对 7 V 0 的平衡系统所给的函数 C 的定义，也涉及对吉布斯分布的求平均.这里 
让我们再—次提出，裉据统计物理学基本原理，对平衡系统的统计平均结果，并不依赖于这是通过闭系的 
梢确定态波函数实现的，还是通过处于“恒温器”中系统的吉布斯分布实现的 • 唯一差别是在第一种情况, 
求平均的结果是通过系统中的能 S 和粒子数来表达的，而在第二种情况则是通过温度和化学势来表达 
的. 

③ 为了减轻记号的负担，我们将认为自旋附标包括在变 a 尤 巾：尤 = 当没有误解的可能 

时，我们还将进一步简化而用下标代表自变 E 少 (l),c l2 e(；(u 2 > 等等.最后，求平均将简单 

地用 〈…〉 表示，而不是用 〈《 I…丨 心. 
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^ ^ ^ f + 〈少 2 少1 〉， 【1 > 无2， 

iG.r = < T^,^；> = … 

w 2 ’>, t, <t 2 . 


(92. 3) 


与 （92.2) 的差别在于用 f 代替 T ,〒 表示算符因数是按反编时序排列的，从右 
至左时间减小. 

另外两个函数定义为不按编时序排列的少算符乘积的下列平均值： 

\ G ； 2 - = 〈夂士 />, iG ,/ = +<^ 2 + ^,>. (92.4) 

对于费米系统，这些定义中正负号的差别是由于下列一般定则：当少算符交换 
时，必须变号. 

注意到 （92. 4) 的第二个函数，对 t , ^时，与单粒子密度矩阵 相同； 详细 

写出是 

^ iG ' + (e , r , \t , r 2 ) =^ p ( f , r , , r 2 ) (92. 5) 

( 比较第九卷， （7. 17),(31.4)). 这里 Q 从哪一边趋向极限 q 没有关系，因为当 

G 时 C …是连续的.当 q 时 i(T _的值与 + 的值由 

ilG ”“, r l ; f ， r 2 ) W + (£， r , ;«， r 2 )l =8( r , - r 2 ) (92.6) 

相联系，它是根据费米或玻色少算符的对易关系得 出的. 

这样所定义的四个 C 函数+是独立的.根据定义，某种程度上很明显它们 

是线性相关的. 

G *" + G + + = G " 4 + G +_ . (92.7) 

函数（；一和 （T ♦，当它们的自变 R 交换时，也由“反厄米共轭性”关系相联系： 

G ； 2 ~ = - G ;，• • (92.8) 

函数和本身是反厄米 性的： 

= _ W ， W = C ' ( 92 . 9 ) 

这些函数与推迟或超前格林函数之间的关系，在下面的讨论中将是重要的. 
后面两个函数类似于平衡情况中那样定义 （ 比较第九卷，§ 36) : 




0 , 








这两个 c 函数是“厄米共轭 ”的： 

C A 广 iR • 

12 = lr 2| • 

定义 (92.2) — （92.4) 和 （92.10) 的直接比较给出 

0 R W W 




(92. 10) 

(92. 11) 

(92. 12) 
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在具有空间均匀性的定态的情况，当所有函数仅依赖于差值和 
r = r , -『 2 时，它们可以相对于这些变量作傅里叶 展开. 由 （92. 8) 和 （92. 11)，傅 
里叶分最满足下列等式 

G —( oi ， p ) = -[ G “（ w ，/ Or ， G A ( co , p ) =[ G R ( cu ^)] 4 , (92. 13) 
而由 （92.9) 得出傅里叶分量和 f + ( o >, p ) 是虚量. 

对于无互作用粒子系统，函数满足方程 

- X 2 ), (92.14) 

其中匕 1 表示微分算符 

C ； 1 - i V) = (92.15) 

at at Zm 

( s ( p ) = p 2 /2 m ) ，而 

HX , - X 2 ) - t 2 )5( r , - r 2 ); (92.16) 

对 C 的上标 （0) 指出这个函数属于理想气体，对的下标1指出求导是相对 
于和 r ,. (92. 14) 右边的 S 函数起因于函数时的不连续性①.函 
数 C R 和 G a 具有类似不连续性，从而 C ( ° ) R 和卜°4满足类似方程.函数在 
^ = t 2 具有带反号的不连续性，因而 

心 W = -6( X , ] 2 ), (92. 17) 

最后，函数 G — 和 C _ + 在 q 是连续的，从而对于理想气体，它们满足方 程②: 

=0, G 0 VG ； 2 0,_+ =0. (92. 18) 

我们将计算均匀定态理想气体的全部 C 函数，假定气体粒子具有某个（不 
一定平衡的）动 tt 分布为简化公式，我们将假定这个分布不依赖于自旋.（费 
米统计法中） G 函数对自旋的依存关系于是分开成为一个因数 \ |a2 ，我们将和 
自旋下标一起省略这个因数. 

将理想气体的少算符写成寻常展 开式： 

士 0 (，，尸 ） =-^1 X a ， ex pi i[p • ^ ~ e { p)t I , (92. 19) 


① 见第九卷.§9.那里给出的推导并不依赖于所假设的对系统基态的求平均，而关于对任何董子 
态的求平均仍保持有效. 

② 如果是相对于 C 函数中的第二个变1求导而不是对第一个变 ft 求导时， id / M 必须变号，即，苒 
符 心 1 必须用匕 1 代替： 

C 0 V * - ' =5U, -X 2 ). 


等等. 


(92.14 a ) 
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并对表〔作类似展开（见第九卷， （9. 3)). 当将这些表达式代入 G 函数的定义中 
时，必须记住，唯一非零对角矩阵元是具有相同动量 P 的粒子湮没算符和产生算 
符的乘积的那些矩 阵元： 


A A A. A 

〈 a: ) = \^n D . 


从而，我们求得， 例如: 


( 0 ) - 


( t , r ) 




J 〜 exp I ip • r - is ( p)t + i / xi ( 



(2 tt ) 3 , 


其中 - r 2 •利用恒等变换将这个表达式重写成 


( 0 ) 


( t ， r ) = ±2 iri J 〜 exp ( ip 


， \o/ 、 p 

Ui>t)b(a) - e +/a>7 - ~-7 

(2tt) 


我们看到 、 

G (0 ~ * ( a ) , p ) = ±2 Trin p b((o - e +/ a ). (92. 20) 

类似地求得 

G <0> ^ ~ ( oj , p ) = - 2 * 111 ( 1 不 + 〆 ）• (92. 21) 

为计算 C R ，最方便的是直接从方程， 


-i V) + J G (0)R (t t r) =5 ⑴ 5(r) 

» dt 

出发，用傅里叶方法求解它，并考虑到 C R ( o >,/0 在上半 w 平面不能有奇点的事 
实，由此立即求出 

G {0)R ( 0 ) , p ) = [( 1 ) - e ( p ) +/ i , + i 0 ] _l (92. 22 ) 

(根据 X 92. 13) ，函数 C (()> A ( w ， p ) 可通过简单取上式的复共轭而求 得）. 

最后，于是借助于 （92. 12) 求出 

G (0) 一 （ w ， p) = [ w - e(p) + + i0 ] " 1 ±2Trin j ^ - a +/x)= 

=P --— —+ iT7( ± — 1 ) 8( 如 - + 弘 ) • (92.23) 

(O - € +At 

我们注意到下列事实，表达式 （92. 22) — 般不依赖于态（即分布 n p ) 的性质， 
求平均是对此实现的 • 函数 G ⑷ R (以及 G ( ° M ) 的这个性质，实际上并不依赖于系 
统态的均匀性和定态性，如在 （92. 22) 的推导中所假设的那样 ：函数 C ( ° ) R ( X , , 
A ) 结果必然仅依赖于差值 X , - X 2 . 

应用于平衡系统时， 表达式 （92. 21 ) —(92. 23) 中的〜要取为费米或玻色 
分布函数.于是将 G 函数通过 T 和^来 表达； 这样就完成了从对给定量子力学 
定态求平均到对吉布斯分布求平均的转变 • 


习 题 


对亍液体中声子气体的均勾定态，求其格林 函数. 
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解： 类似于 （92.4) 的定义，对于声子场我 们有: 


iD iV = ( p \ pi ) ^ iD iV = 〈 〆〆 〉 ， 


( 1 ) 


其中=^ + 是介质密度可变部分的算符.因为这个算符是自共扼的，（1)中的 
两个函数由 


( 2 ) 


相联系（它们当然照常具有 （92. 9) 的性质 ）• 

对于无互作用声子气体（见第九卷， （24. 10)) 


P =P 


= S 




f A i {* - 

(c k e 


lAhi) 


e 


- uilrl ) 


(3) 


(其中是未微扰密度，而 u 是声 速）. 将 （3) 代入 （1) 并从求和变为求积分，我 
们有 


\D 


( 0 ) - 


(，， r ) I 〈以〉 e … 


•ukt) 


CuC 


I - i(* • r - tiki) I Afd 

(2tt) 


或者，在第二项中将积分变量 * 用-灸代替，并将平均值通过声子态的占有数乂 
来 表达. 

iD ⑼- + (t ， r) = + (1 + N_ k ) e tuht \e ik ' r j~j. 

被积表达式（不带因数已是相对于坐标的傅里叶 分量. 还有，相对于时间 


作展开得出 


W 


( 0 ) 


(a) ^k ) = 卻 0 — { N k S(a) - u,k) +(1 + ^_ 4 ) 8 ( 0 > + uk) |. 

u 


(4) 


对于函数 D 


( 0 ) 


按照 （2) 我们有 


(o) 


(a>,k) =D {0) ^( 一 -k) 


(5) 


还有两个格林函数由 


i/>rr =( Tp [ p r 2 ). i/>,r 

定义，并有 

d; 2 - W，W W• 

对于无互作用声子系统，类似计算给出（比较第九卷，§31•习题) 


( 6 ) 


⑺ 


( 0 ) 


(d),k) = - [D 


( 0 ) 




Po k ' 
2 u (o 


+ ~d^Tol 士 1 W (… 灸 ) + 0 + “)L 


( 8 ) 


按照 （7)，/) 


( 0 ) 


(o) y k) =Z? C0) -'( 一 -A:). 
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($-叫/) (0 卜•(，，) = Po 5( OA 5( r ), (9) 

它代替对寻常粒子的格林函数的方程 （92. 14). 

§93 非平衡系统的图解法 

整个图解法的基础是将系统的哈密顿算符中分出相互作用算符 : 6 =屯+込其 

中 A 是无互作用粒子系统的哈密顿算符.图解法是相对于（的微 扰论. 

对于非平衡系统，图解法是像^ = 0的平衡情况那样，用相同方式予以构 
造①.格林函数…用相互作用绘景（即对于理想气体）中的沪算符表达为 

iG.r =<5- , T [^ 0 > 0 ；5]), (93. 1) 

其中 

00 

i = ,S(oo , - 00 ) =T exp (-iJf 0 (f)cU )， (93. 2) 

■ 0D 

而么（0是相互作用绘景中的算符 A (93. 1) 中的 〈…〉 是对无互作用粒子系统 
的某个态求平均.下面方便的将是，假设这是均勻定态但并非基态（以后我们将 
看到可以将初态消去，以致所表述的理论中的方程不依赖于初 态）. 这里与^ = 0 

的情况有一点差别，那里是对基态求 平均. 这个差别很重要：算符的求平均 
已无法（像第九卷§ 12中从 （12. 12) 推导 （12. [4) 那样）与其它因数的求平均分 

开，问题在于非基态在算符的作用下不能变换至其本身，而是变换至其它激 
发态的*加（这可直观地认为是准粒子互散射的所有可能过程的结果） 

表达式 （93. 1) 要按 （的幂展开. 同时方便的是首先应用 i 的么正性和算符 
f 是厄米算符的事实，将进行 变换： 

06 

S " 1 = 5 + = T exp | i J 0 dt j ; (93. 3 ) 

— 0 D 

符号 f 已经在 §92 中引进过，表示反编时序 • 

将^和展开成级数并代入 （93. 1)，我们得到包含各种项的和，每一项要借 

① 下面的讨论基本上以第九卷，§ 12和§ 13的讨论为基础. 

② 注意到根据同样理由，对于有交变外场的情况（即，当算符 f 明显依赖于时间，即使在薛定谔绘 
景中），第九卷，§ 12和§ 13中所阐述的图解法 • 即使当 r =0 也不是一般地适 用的： 交变场使系统的基态 
激发.然而，必须强调，这里所描述的图解法即使当交变场存在时也是有效的. 
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助于威克定理完成求平均过程，而少算符成对缩并的每种方式对应着一定的图① • 
首先注意到（如在 T = 0 的“寻常”图解法中那样），只有相连图（不包含单独 
的真空圈图）需要 考虑. 真空圈图互相消去.通过考察开头几个图容易证实这 
点，根据它们可以发现这种缩减的一般 原理. 

如果在 （93. 1 ) 中因数内作出产生相连图的所有缩并，我们得到第 
九卷§ 13中所描述的由寻常图解所代表的项（当然，尽管对应于连续线的函数 
带有不同的具体形式）.我们注意到这里所谈的是在坐标表象中的图；对于非平 
衡态 （ 当各个 G 函数分别依赖于变 ft A 和尤 2 时）变换到动暈表象不 方便. 缩并 

所引起的其它项，还包括来自?的少算符参与的项.在各级微扰论中，它 

们是由寻常项通过将^的任何因数 P 用？的一个因数 f 代替而获得的 • 这些项 
由同样图形的图表示，但带有读解它们的多少有些不同的规则.这些改变来自三 

个原因：（1)心中互作用算符以+乂形式出现（而不是像$中那样的 - A ); 

(2) 心中的所有沪算符总是在乘积 T 武士 2 + i 中算符的 左边； （3) 在因数心内 

部，算符按 f (不是 T ) 积编序. 

现在让我们仔细研究，对于外场叭 t , r ) 中的（例如，费米）粒子系统 

这样的简单情况，这些改变怎样影响图解法的构造 • 

表达式 （93. 1) 展开式中的一阶项是 

<T ^>； ( -i I 妗 " 3 夂 d %)〉 +〈 f if 妗 " 3 么 d% • T 武火 〉 • 

这个和中的第二项是所述悄况的特征；在对基态求平均时，只有第一项必须考 
虑.在第一项中，所有四个少算符都在 T 乘 积中； 它们按 

T % % ( - ijP ； 少 3 ) (93.4) 

成对缩并，给出因数 G 『一和在第二项中，缩并的少算符不是由 T 或〒 
互相编 序的： 

f(if U 水) T ( 中，;）•， (93. 5) 

它们的缩并给出因数和，此外，这里由 + U / 3 代替_ i %. 

这里引进的图元素与寻常图解法中出现的那些，差别在于在直线端点处有 


①注意到在宏观极限，威克定理的有效性并不依赖于对怎样的均匀定态实现求平均；见第九卷. 
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附加的符号+或-.虚线在一端（图的一个顶点）带有+或-表示因数+ W ( X ) 
或一 


- # = ^iU(X) - • = -iU(X) 

+ - 

( 比较第九卷，§ 19) .端点带有+或-的实线与各个 C 函数相 联系： 



2- 

- = iG 


<0> — 
12 



\G 


( 0 ) 

12 





= iG 


< 0 ) ♦ + 

12 



直线端点处的数字表明函数的自变量（变量 I 和 A ). 
(93. 4) 和 （93. 5) 的两项于是由下图 表示： 




(93.6) 


(93.7) 


(93. 8) 


实线的外端点被标以-，这些为对函数 C …的 校正.相应于图的顶点的变 ffl 隐 
含对该变量的积分用解析形式写出是 

邮卜-= J { iG ; K 2 >- _( - i " 3 ) + 

+ iG ； 0 / - + C + ' it / 3 } d %. (93.9) 

在二级微扰论中，对函数的校正由下列四个图 给出： 



(93. 10) 


(略去了数字）.图的每个顶点处的正负号+或-与该处所有三条线的端点相联 
系. 

类似地，其它 C 函数中的校正项由实线两个外端点处具有其它正负号的图 
代表. 例如，在一阶微扰论中，函数 C …有两 个图： 

I I 

I 1 

入 入 (93 * U) 

一 + — + 

从而凯尔迪什方法中的图是这样得到的：在寻常图解法中的那些图，通过以 
各种可能方式对它们的顶点和自由端指定附加指标+或-而获得.这个规则在 

对其它类型互作用的图解法中仍然有效. 

对于粒子间成对相互作用的系统，寻常图解法中两个粒子间的相互作用势 


①更确切地说，对 dxd 3 * 积分和对相同自旋下标的一对求和.这里将认为后者包括在对的积分 


中. 





由一条内部虚线相 联系. 现在我们指定这种线的端点附加的一对相同指标+ 
或一： 



= -X 2 )^iUt { -r 2 ), 

= 一 - A). 


(93. 12) 


例如，对于对相互作用的系统，对函数 C 一的一阶校正由四个图的和 表示: 



(93. 13) 




(而不是寻常图解法中第九卷 （13. 13) 中的两个图）.实线形成闭圈对顶点的任 
一符号仍然与因数 \(/ x，n (理想气体密度）相联系. 

早已提到过凯尔迪什图解法也适用于 T ^ O 的平衡系统.让我们假定没有外 
场，并且从坐标表象变换到动量表象，将所有 C 函数展成傅里叶积分.于是图中 
每条线，照例，指定一个确定的“四维动量”，动量表象中函数^/((>)和^°(/0由 
相同规则与这些线相联系. 

当 r = o 时，费米分布函数是 

•1， p < p F> 

lo, P >Pf* 

因而，按照 （92. 20) 和 （92. 21)，对于 r =0 的费米系统，我们有 

G ( 0> - + ( P )=0, 当 p > p F ， G (0) + -( P ) =0,当 p < Pr . 

对于包含“正”顶点的的所有图恒等于零.从而凯尔迪什图解法（不像松原 
图解法），当应用于平衡系统时，当^=0时直接变成寻常图解法. 


§94 自能函数 


像任何“合理的”图解法那样，凯尔迪什图解法允许将图按“块”求和 • 这些 
当中最重要的是所谓自能函数. 

注意到（见第九卷§ 14) 这个概念是在考虑下列这样的格林函数图时产生 
的：它不能分成仅由一条实线相连的两部分.我们可以将对应于这种图的两端线 
的因数分出来并将它们（在坐标表象中作为两个自变量 X ,和心的函数） 
表达成下列 形式： 

JiC; 3 0) ( OiG: 2 0) d%d%. 

代表图的整个内部的函数称为自能 函数. 精确自能函数，由 - ii ： 表示，是 
所有可能的这类型图之和.在这个图解法中每个顶点必须给以正负号+或-，根 
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据这样的事实，对应于其“出”和“人”顶点的正负号有四个精确自能 函数； 它们 
由2一，！：“，和 5— 表示 • 

精确^函数通过精确2函数由恒等式表达，对 g …它可图解式地 写成： 



类似地可写出对其它^函数的结果（粗线是精确 g 函数，而卵形线表示2 函数; 
比较第九卷 （14. 4)) .用解析形式写出是 


+ G ( ^\- + ； G ；； } d % d % ， (94.2) 

以及对其它三个 C 函数的方程 • 

这些方程可简洁地利用矩阵写出： 

gJ G ^' X ^[ r ~ ^). (94.3) 

\ C + - G * ♦ I \ X 叫 

于是，例如 （94. 2) 那样的四个方程可联合写成一个矩阵方程 

G n = + JC % G i 2 d 4 X 3 d " X 4 ； (94.4) 

被积表达式中的因数按矩阵乘法规则予以组合 • 

理想气体 G 函数所满足的方程（9 2 . 14) — （92. 18) 可类似地联合写成 

=0-,5(^, - X 2 ), (94.5) 

其中① 



现在让我们回到方程 （94. 4) 并应用算符作用于其两边.考虑到 
(94.5) ，我们得到一组四个积分微分方程，联合写成一个矩阵方程为 

- X 2 ) + J ^ J 13 G 32 d A X 3 . (94,6) 

应指出这个方程可以另一种等价方式写出，注意到图 （94. 1) 中粗线完全同样也 
可以在左边而不是在 右边. 因此，在 （94. 2) 中，被积表达式每一项中的因数可以 

写成下列次序 C 14 J 43 • 通过将箅符(见367页的脚注）施加于所造成的 

这种形式的等式，我们求得 

GoV 0 12 =^6(^, - X 2 ) + J G^ n (94.1) 


①符号 1 取自泡利矩阵的标准记号，这里当然与自旋没有任何 关系. 





自能函数本身可以表达成骨架图的级数形式，骨架图的图形元素是对应于 
精确 C 函数的粗实线.例如，在具有成对相互作用的粒子系统中， 


\Z 




十…（舛.8) 




(94. 9) 


对和2—有类似 结果； 级数的后续项包含具有更多虚线的图災从而方程 
(94.4) 或 （94.7) 构成关于精确 C 函数的完全（虽然很复杂的）方程组. 

方程 （94. 6) 并不涉及函数，后者依赖于无互作用粒子系统“零”态的选 
择.从而 （94. 6) 不依赖于该选择②•但是方程中微分算符的出现使它们的解不确 
定.这个不确定性由积分方程 (94.4) 中出现函数而显现 岀来. 

然而，方程组 （94. 6) 的不足之处是，它并未显式考虑到由等式 （92. 7) 所表 
明的 G 函数的线性依存关系.为消除这个缺点，我们应当对矩阵 C 作线性变换, 

以致应用 （92. 7) 后使其矩阵元之一为零.这个变换可通过公式 

G ， =R- l GR (94.10) 


予以完成，其中 




!)， 



容易看出经变换矩阵 c 是 


g r 


其中 


F W +C 一 


当矩阵6 (()> 和2也这样变换后，方程 （94.4) 仍保持为 不变* 
经变换矩阵 r 是 


(94. 11) 


(94, 12) 


^ =R' l IR 


(94. 13) 


其中用的记号是 


① 比较第九卷 （14.9),(14.10) ;那里列出的全耶一阶和二阶的图是骨架图（94.8〉之中的 • 

② 这里需要一个重要评注.当没有外场时，函数 c ( G > 仅依赖于差值& -尤 2 ，而将函数 c 用以的的 

级数展开也会具有这个性质 • 然而，在消去6 <(>> 后，我们也能考虑 （916) 的解分别依赖 于^和 



• 376 • 第十章非平衡系统的图解法 

f ! = X ~~ + = X ~ + , X K = r ' + V . (94. 14) 

这个结果通过直接计算可以证明，其中考虑到等式 

Z ++ + ^ = -( J + - + y )， (94. 15) 

它是由等式 （92. 7) 得出的（通过将由方程 （94. 6) 形成的表达式 

G 0 \( G ~~ + C " -G * - G + ~) 

等于零很容易推导出来）. 

现在将经变换矩阵方程（94, 4) 展开，我们得到三个方稈.其中一个是 

Gf 2 = G;° 2 >A + J * C ；° 4 >a ^43 C 3 ' 2 d % d %. (94. 16) 

对 C R 的相应方程没有给出什么新结果，因为它只不过是方程 （94. 16) 的“厄米 
共轭”.必须强调，方程 （94. 16) 虽然包含屈于理想气体的函数 C ( ° >A ，它并不依 
赖于“零”态，因为函数 C ° > A 并不依赖于此态（如在§92中注意到的）. 

最后，由 （94.4) 推导出的对函数的第三个方程，包含涉及函数 F (<)> 的项， 

它依赖于“零”态.然而，这些项通过微分算符的作用化为零，因为 

Gl \ F {0) =0.结果得到的方程是 

O - 0 \ F l2 ^ j { Q X ,GU + 獻 2 } d %. (94.17) 

方程 （94. 16) 和 （94. 17) 构成原则上描述非平衡系统行为的完全方程组•其 

中第二个是一个积分微分方程，形成玻尔兹曼方程的 推广； 在这方面应该记住， 
按照 （92, 5) 和 （92.6) ,函数 G —和 （T ' 从而 F ， 直接与系统中粒子分布函数相 
联系.方程 （94. 17) 的解与动理方程的解一样，相应地含有任 意性. 然而，方程 
(94. 16) 是纯粹积分方程，从而不会在解中引进进一步的任意性. 

然而 ，注意 到方程 （94. 16) 和 （94. 17) 有一个基本特色，因此，它们一般与寻 
常动理方程相区别 ：它们 包含不是一个而是两个时间 变童“ ，和 I 在下节中我 
们将证明，在准经典情况下这个差别如何消除. 

§95 图解法中的动理方程 

我们将应用一个简单例子来表明，如何实现从 （94. 16), (94. 17) 类型的方 
程向寻常准经典动理方程的 过渡. 让我们考虑在温度 T 〜〜下的轻微非理想费 
米气体，假设满足准经典条件:所有 M 发生显著变化的时间间隔 t 和距离 L 满足 
下列不等式 

ts f » 1, Lp ? » 1 (95. 1 ) 

( 比较 §40) •尽管在这个情况，当然得不出任何新结果，但分析具有某些有教益 
的特色，它们在更复杂情况下将是有用的 • 
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如在§40中那样，我们假设电子分布不依赖于自旋，并从 P 中略去自旋因数 
为明确起见，我们将认为所有算符▽位于 r 的右边 • 在准经典近似下，这不是要点 • 


量子化动理力程必须确定单粒子密度矩阵为转到准经典情 
况，适当的是应用坐标动量混合表象，对 - r 2 采用傅里叶展开，但保留对 


= y ( r t 十广 2 )的依 存性. 同时 


=广+冬, 


夺， 


所以相应傅里叶变换式（省略自旋指标）是 


ji ( t f r y p ) 


… 十， ” 手， r-|)d 3 f 


(95.2) 


逆换式是 




+厂 2 \ H 3 /) 

，2 叫 （2 tt ) 3 . 


(95.3) 


函数 nU ， r ， p ) 对坐标的积分给出粒子动量分布函数，如通过原密度矩阵对 
这个积分的表达式所看到的： 


| n ( t , r y p)d 


r 


-ip • (产 I - ^2) 


p ( t 9 r x , r 2 ) d 3 ^, d 3 x 2 . 


(95.4) 


对动量的积分给出坐标分布，即，粒子的空间数密度，如我们通过密度矩阵的表 
达式所看 到的： 




{ t , r y p)^p = Jp ( t , r , r ). 


(95.5) 


函数 n 0， r ，/0 本身，在一般量子情况，决不能被认为是同时的坐标和动分布 
函数； 不消说这会与量子力学基本原理相矛盾，并且按 （95. 2) 所定义的函数 
nU , r , P ) 在一般情况下甚至是非正的 • 

然而，函数的确具有准经典近似下分布函数的字面意义.为了证 
实这点，让我们考虑属于个别粒子并依赖于 r 和 P 的某个物理最的 箅符: 


A 


= f ( r ， p ) =/( r , -i ▽) ②.根据密度矩阵的定义，麻 / 的平均值是 


| [/〆 W 2 )]r 


其中/,作用于变量~我们向这里代人 （95. 3) 形式的 P ， 并考虑到下列事 实：在 
(95. 1) 的条件下， n 是比因数 exp(ip • r ,) 更加缓慢变化的 r , 的 函数. 因此，充 
分的是只喬对后者求导，它相当于变换 -i 于是? 7 的表达式变成 


7 3 , 


(95.6) 
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它（因为/是任意的）正好相当于经典分布函数的 定义. 

下面我们将论述格林函数^ + (义夕 2 )的方程，（根据（92.5),)它与密度 
矩阵最紧密相关.对于这个函数，我们引进“四维”混合表象 


(X 9 P) 




e 


4 W 卜+2%尤 - 例 d 4 H , 


(95.7) 


其中 P = (co,p) f X = (t,r) f S = ( f 0 t #) ，并且 


n(t,r 9 p) 


= - l 


(X 9 P) 


(^1 + ’2 ) /2，fo = 《I 

dco 


h . 于是 


2 tt 


(95.8) 


对 do >/27 r 的积分相当于令~ ^t 2 . 

给岀这些预备定义后，现在让我们来推导动理 方程. 我们取方程 （94. 6) 和 
(94.7) 的 （- +) 分域，并且逐项 相减： 


A 6 

^0 2 ■ &0 I 2 = 

=一 j(S；; G；/ + 0； 2 + ^G-r 3 ; )d%. 

从方程左边作用于函数的算符是 


G 


02 




2m 


(^,—厶2)= 


(95.9) 


= -if—V r - V 

I dt m f ) 

现在我们取方程 （95. 9) 两边的傅里叶分量并令(或者，等价地，对 
6 co /2 ti 积分）.考虑到 （95. 8), 我们求得 （95.9) 左边变成 


St m dr 

它正好是对于分布函数 n ( f , r ， p ) 的动理方程左边所需求的 形式. 方程 （95.9) 右 
边，经过傅里叶变换后，因而必须给出碰撞积分 CU ). 

将右边变换到傅里叶分量时必须考虑到准经典性 条件. （95. 9) 中的积分是 

下列形式 


诸项之和.我们将因数2和 C 表达成“四维坐标”的差与半和的 函数： 

在相对于第一个自变量的变换中，重要范围是坐标差值丨 U I r 3 - r 2 I 
P, 和时间差值 k I ， U 3 I -1/^. 根据条件 （95. 1)， X 和 c 作为其第二 
个自变量的函数在这些范围仅略微变化.因此，我们可以近似地用 X = 

y (^ + X 2 ) 代替那些自变量： 
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jX(X, -X 3i X)G(X,-X 21 X)d 4 X^ 

于是可以在 X 的给定值下取傅里叶 表象. 方程 （95. 9) 右边于是变成 

c ( n ) = - 1 ( c _- + g “） +(之一 + 

= J { -X 4 G + ~ + G + (95. 10) 

其中被积表达式中所有函数具有相同自变量^，/^^(【，/•…，/^沁在第二个等式 
中，我们曾应用关系式 （92.7) 和 （94. 15). 

让我们将公式 （95. 10) 应用到以前讨论过的殆理想费米气体的模型（第九 
卷，§6和 §21) .像那里一样，我们将有条件地认为粒子间相互作用势 V { r x - 
r 2 ) 满足微扰论的适用 条件； 在转变到现实相互作用（它并不满足这个条件）时， 
只要将解答用散射幅表示就足够了 • 

注意到这里是在粒子相互作用微扰论的一级不为零近似下来寻求碰撞积 
分，我们可以认为 （95. 10) 中的精确 C 函数与分布函数 n 的关系，由理想气体中 
那样的相同公式 （92. 20) 和 （92. 21) 表达； 这意味着在气体粒子能 M e = pV 2 m 
中忽略归因于相互作用的小校 正①. 表达式 （92. 20) 和 （92.21 )，严格地说，与气 
体的均匀定态相联系，但是在准经典情况下，由于 n 随坐标和时间的变化缓慢， 
我们可以应用同一表达式，将^认为是函数 Mlt / O 而以 （和 ^当作参 ft •对如 
的积分除去5函数，剩下 

C ( n ) ( e - fJL y p \ t , r ) [ 1 - n { t , r , p ) ] - 

4 - i ^ + ~ (s - ^ \t ^ r ) n{t y r , p )» (95. 11) 

根据这个表达式的形式很清楚，第一项描述粒子的“增益”，仅当1 才可 

能； 第二项描述“损失”，它正比于仍然要计算的是自能函数 乏—和 • 

对这些函数的第一个不为零的贡献来自二阶图（比较 （94.9)) ;例如， 



(95. 12) 


其中/>; = P + P , 当 t / 用％ 代替时（见下面），这两个图对2的贡献由等式 
叉= -2 足相联系（负号来自图 （ a ) 中的圈图，而因数2来自该圈图中对自旋的 


①这个近似使我们能忽略（ 94 .6)的其余 分镦， BP ， 在有关近似下将它们认为恒等地满足. 
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求和； 比较第九卷，§21中的类似计算）.将图 （ b ) 展开成解析形式，我们求得 
W (P) = f G-^P^G-{P X )G~* {P\)V 2 (p x - 

J (2tt) 

简并性气体中，由于稀薄气体的条件，粒子波长 （ 〜1今）必然远大于相互作用力 
程（见第九卷， §6); 这使我们能将 U( Pi - p ') 用它在 p , - p '=0 的值 代替： 

" 0 e J "( r)d 3 t 

用表达式 （92. 20) 和 （92. 21) 代替函数 C — 和 C + •，并通过对四维矢景 P , 和 P 
的“时间”分量积分而消去两个5函数，我们确认 （95. 11) 中第一项事实上与碰 
撞积分 （74. 5) 中“增益”项重合（并且 w =2< itU 2 0 ). 的计算是类似的, 
(95. 11) 中的第二项与同一碰撞积分中的“损失”项相符合. 



弟 i 早 

m_ § w 


§96超导体的高频性质 一 般公式 

第九卷，§51中曾经推导出将超导体中电流与其中电磁场的矢势相联系的 
公式.这里将把这些公式推广到随时间变化的场的情况.像第九卷中那样，我 
们的研究将以 BCS 模型①为基础，把金属中的电子认为是粒子间具有微弱吸引 
的各向同性气体②. 

因为在金属中（尤其在超导体中），总是可以忽略麦克斯韦方程组中的位移 
电流： 

V xH =— j . (96 - 1) 

c 

因此，在这个近似下， 

V - j =0. (96. 2) 

为了描述场，我们选择标势^=0的规范.电流密度与电磁场矢童（相对于时间 
和坐标）的傅里叶分量，它们之间的线性关系可写成 

人 U ，*) = 〜（0)4)， （96.3) 

它恒等地满足方程（％. 2), g 卩，条件& > j ( co y k ) =0. 矢势 A (平 行于幻 的纵向 
部分在 （96. 3) 中并不出现，因而在方程组中根本不出现，所以可将它取为零 ，即 
假设& • 4 U 夕 ）=0. 对于4的这种选择，电流和场之间的关系简化为 

j(co y k) = -Q(<o f k)A(w f k). (96.4) 


① 现在通称 BCS 理论的低温超导微观理论是由巴丁、库珀、施里弗于 1957 年建立起来的（见 

I . Bardeen f L N . Cooper , J , R - Schrieffer f Phys . Rev . , 108( 1957 ) f 1175). -译者注 • 

② §9 6 和 §97 中的结果应归于巴丁，马蒂斯 （ J . Bardeen , D . C . Matlis ( 1958 )) 和阿布里科索夫 • 
戈里科夫，哈拉特尼科夫 （ A. A. A6pHKOCOB f / I - n. ropbKOB^ H. M. XanaTHHKOB( 1958 ) )• 
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这一节中我们令 ^ = 1. ’ 

比较第九卷 （51. 17) ，在与第九卷，§51中公式进行比较时，必须记住 e 现在是正被，元电荷 . 

拉普拉斯算符写成 V 2 ,以区别于能隙(本书中物理 疳能隙 用斜体- 译者注 ）• 


我们的目的是要计算函数 Q (< o , k ). 这个量属于广义响应率类型，而要求解 
该问题，我们应用§91中所描述的方法. 

我们在超导体的哈密顿量中形式上包括依赖于松原变量 T (和依赖于坐标） 
的“矢势”：① 

A(r.r) =2 加 T. (96.5) 

应用戈里科夫方程，我们来计算对松原格林函数按4为线性的校正： 

0( r l ,r, ; r 29 r 2 ) =6 (0) ( r, - r 2 ,r, - r 2 ) +6 <u (r, ,r, ； r 2 ,r 2 ) ； (96. 6) 

由于未微扰超导体“对 t 的均勻性”和空间均匀性， G (C)> 仅依赖于其自变量的差 
值.电流密度 y ( T , r ) 通过松原格林函数由 

j ( r t r ) = -il[( V ， -v)0"( T ， r; 〆 ， 〆 ） ]^A(r,r) (96.7) 

m f fnc 

表达，其中 / V 是粒子的数密度②.用 （96.5) 的场，这个关系实际上将具有形式 

j ( r 9 r ) = (96.8) 

系数 <? M 是松原响应率，按 （ 91. 18) 有 

(96.9) 

为确定所求函数 Q ( co ， k ) ，必须从点 ^= ik , | 解析延拓到整个上半平面 ♦ 

<? M 的计算完全类似于第九卷§51中的计算 • 注意到在具有4 =0的势 
规范中，对能谱中的能隙△没有任何校正，而对松原函数和歹的线性化戈里科 
夫方程具有形式® 

[ -盖 + 差 + H S (" (T ， r ; T '， r ，> 十么罗⑴（^了'，，）= 

=一 ( t ， r ) ▽6?( 0> ( t - t ' ,/*- 〆 ）， （96.10) 

me 

( r i r ； r \ r f ) - A G (n (r , r ； r \ r f )= 

dr 2m 

=—A ( r , r ) ▽ J r(0) (t - r 1 ,r - r ’）. 
me 

对于 （％. 5) 形式的场，我们可以立即将 G ⑴与 歹⑴对 （ t +，） 和 （r + 〆 ） 的依 
存关系分出来，令 

• ♦ 

a (,) =g(r-T / ,r-r f )exp[yfc - (f + 〆 ） (96. 11) 

以及 对歹⑴ （用函数/代替 g ) 的类似 结果. 经过这个变换后；例如，（％• 10) 的 


①②③ 
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第一个方程变成 


[~(^' i f *) + 2^( v + T *) + + +A/= 

=_ • ( r 一 r’) _ - t 7 ) • VQ <0) . 

现在我们将所有量展开成对的傅里叶级数和对 r -， 的傅里叶 积分: 


g(r,r) =T ^ I gU[r,p)exp[ ip • r - 


(96. 12) 


等等.于是，我们得到对于傅里叶分的两个代数 方程: 


+ 香) - 士卜 


2 


+M 卜 (O) + MO) 


七 •川 ，〉叶 :， H 


2 ， 


[^(^ + y) -士(”夸) + H / (c， /0 - = 


(96, 13) 




费米系统的“未微扰”松原函数9°>和歹 (0> 展成具有“奇频率”（2, + l ) irr 的傅 
里叶级数.因而由 （96. 13) 得出“频率取值 

([> = (2s f + 1 - s) ttT. 

函数① 〜和户〜是（见第九卷 （42. 7), (42. 8)) 




^ V 


(96. 14) 


歹 ( 0) (C，P) 


其中 


V -Pf) » e" - A 


2 =A 2 +r ? 2 


(96. 15) 


(常 ffid 假定为实值）.通过应用这些公式，我们可以很容易地使方程组 
(96. 13) 的解具有形式 

g(S ： ^P) =—p • A(^,p)|^°>(P + )^°>(P.) ^J<°>(P 4 )^°>(P.)( , 

me 


(96. 16) 


其中 


P ,= 


^ ± y ^ ± 2 


(96. 17) 
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应用 （96. 7),(96. 11) 和（％. 12), 我们得到电流密度为 

其中函数 g 由 （96. 16) 给出 • 考虑到矢量《/和 A 对 A 是横向的，我们将被积表达 
式在垂直于々的平面内对矢量的方向求平均 •（96. 16) 中函数和夕 ⑼ 并 

不依赖于的方向，因数 h (h • 4) 的求平均将它转变为却 2 sin 2 | ■，其中沒 


是 P 和 A 之间的 夹角. 从而我们求得对于松原响应率的下列最后表达式: 







(96. 18) 


现在让我们将这个函数从一系列离散点 =2^ rrr 向整个右半复 （ 平面作 
解析延拓， BP ， 向上半 w 平面 （w =<) 作解析延拓.这相当于 （96. 18) 中被积表 
达式的解析延拓；让我们考虑其中第一项，例如： 






=r ^ G + ((2 ， “ ） 7 ： nK(2，+ i)iTr 乂） 

丨 ， = • 00 

(为简洁起见，我们略去指标（0)，并用下标±来代替自变量尸 ± 


(96. 19) 


=尸 


土―).这 


个表达式可以写成积分形式 

JAL) =土卜 ♦⑴ （96.20) 

沿图32中三个闭围道和 C 3 取积分，它们一起围住因数 tanO /27 1 ) 在点 z 


二（2, + 1 )7 rr 处（图中用短划标志）极点 

的无 穷集. 被积函数在每个极点处的残数 
给出 （96. 19) 求和中的对应项（在无穷处 j 
U ) cxlA , 因而积分收敛）.在选择围道时， 
我们曾应用下列事实 4 U ) 在两个半平面 




的每一个屮都是解析的： 

C R ( iz ) , Rez > 0, 

G k ( 12 ) , Re 2 ; < 0, 



图 32 


其中以和 C A 是解析函数（推迟和超前格林函数，见第九卷， §37); 虚 z 轴一般 


是对函数的割线 • 

现在我们展开围道使得它们竖直通过割线 Ke 2 =0 和（图33,使围 
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道闭合的无穷远处部分未显示出）.在一对线 C ,, C 2 上，我们通过令 z = io /, 而 
在 C 2 , c 3 上令 2 - f , = i〆 ， 这样来进行积分变量变换 • 于是，当 L > 0 时，我们有 


c,c 2 c 2 c 3 



图33 




4 ir 


w 

/{ 


tan 岩 7 [C (〆 ） -C (仞 ’ ）] (仞 ’ - O 


tan la> 2T^ ^ ^ - (〆）' ) (〆 + ^J 


(96.21) 


在这个表达式的推导中 4 仍被固定为2形7\然而，对于这组值， 


tan !?^ = tan ^： = ith ^ 

2T 2T 2T 


经过这样的变换后，很显然，表达式 （96.21) 对所有 A >0是解析的，这是由于函 
数0和0在相应半平面是解 析的. 现在令砍 = o > ，对解析延拓后的表达式，我 
们有 ® 

J((o) ^J u { - \(o) - 

= J th 告 j [ G' ( ^/ ) - G\{(o , ) n \G\{w , - w) + 

+ [ G r ( a /) - G \(( o , )] G \( o) f + o >) I dcj \ (96. 22) 

(96. 18) 被积表达式中的第二项以类似方式进行解析延拓，结果与 （96. 22) 
的差别仅在于用厂4和尸 4 "代替以和所有这些函数给出为下列表达式 


(见第九卷， §41) 


G R ((o ， p) = 


{co f p) 


- + i0 + iO f 


2s 


_1_1_ 

a>+6r+i0 o) - e + 


(96. 23) 


iOj ， 


① 所阐述的这个解析延拓方法应归于厄立希伯格 （「• M . 3^ Haui 6 epr (1962)). 

② 第九卷，§41中给出（对应于温度格林函数歹的）格林函数^的定义和 F + A 的定义与 F + 
的定义的差别在于编时序积 （ T 积）要用对易式代替，与 G R 、0和 G 之间的关系 相似. 



其中 
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函数。和尸〃有与之相同的结果，但 iO 前面要 变号. 因此 

G r - G 、 = 21mG R = 一 +f^8(ct> + ^)], 



ttA 


— 

2e 


t 8 (— ^) —8( w +^)] 


f 


而 （96. 22) 中的积分归结于除去其 S 函数. 

经过简易但繁冗的代数运算后，我们达到下列最后的表达式①: 


Q{o),k ) = 


ISe 




x 




, . 巧、乃-十 j 1 

1 

-- a 

1 

1 + 

r e . — s —似一 iO 

▼ ^ 

e ♦ — e • + + iO. 





1 1 d 3 p 

----— ■ ， + —-- • _— * ~\~ ► -- f 

e 4 +£• — — iO e ^ 十在偷十 十 iOJj(2ir) 

(96- 24 ) 


其中 

” ± =士(夕 土夺)+ v \* (96.25〉 

(96. 24) 大括号中的两项在起源和意义上有本质区别*第一项是 P 的奇函 
数，因而对 r = o ( th ( G /2 r ) =1时），其积分为零 • C 的这部分与元激发的无碰 
撞动力学有关.它的虚部，对所有 W 和 A : 下存在，与无碰撞朗道阻尼相联系. 

第二项的积分即使当 r = 0 时也不为零 • (？ 的这部分与库珀对的形成或分 
裂相 联系. 这部分中被积表达式的极点位于+^- = 处. 为使它们存在 
(因而为了发生耗散，<?的虚部），频率必须超过2△，库珀对结合能. 


§97超导体的高频性质极限情况 

现在让我们考察一般公式 （96. 24). 由于出现四个独立参 ffl 和 

它们可以有各种相互关系，因而可以有大景极限 情况. 这里将只考虑几种极 
限情况. 

当 / ko » A 时，超导体谱中的能隙不重要 • 一级近似中令4 =0,我们会得到 


①曾经指出过（第九卷， §51), 由于被积表达式减小的缓慢性，在计算（％. 18) 形式的求和与积分 
时必须小心.按这里的运算次序避免了这个困难♦如由下列事实所肯定的，被后表达式（ 96 . 24 )满足必要 
条 件：当 4=0和 cu =0 时，(？=0 〈静态 场中的正常金腱）；见387页的脚注②， 
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正常电子费米气的横向电容率的 公式； 我们将不停下来去给出有关计算①. 

伦敦情况 

让我们首先研究伦敦极限情况 

hkv ? «^o ♦ ( 97 . 1 ) 

其中是当 r = o 时 A ( r ) 的值.我们将假设从而排除了极低温范围•我 
们将认为在的意义上频率 很小. 

当灸一 ►() 时, 




2 


k \ 


e - 


(96.24) 大括号中第二项因而很小，可予忽略.在第一项中，第一个方括号等于 
2;因为第二个方括号是的奇函数，于是可以写出 


Q(o) ， k) 


Ne 2 e 2 

me 2 m 2 c 


/[ 


s 今 e 

th 2T _th 2 


sin 7 0 


d 3 p 


2t\ e ^ 一 e • - hcj - iO ( 2nh) 


注意到 th ( e / 2 T ) =1 - 2 n 0 ( s ) ，其中 

n 0 ( e ) ^[ e e/T ， （97.2) 

是超导费米气体中元激发的分布函数（带有化学势为零的费米分布），从而令 


th - th ^； = 一 2[ 打 0 ( 及 ♦) - n 0 (s ^ -2hk • v ^ 




其中 


be rjp 

—=」— • 

dp me 


于是 


Q(co,k) 


Ne 


e c ^ n o k • v p 1 s\n 2 6 d 3 p 
m 2 c J k ■ v - a) - iO ( 2 ttH ) 


(97. 3) 


当 o >=0 时，这个表达式与伦敦值 / me —致，这正该如此，其中 yV，（D 是 
超导电子密度②.因此我们可以将 （97. 3) 重写成下列等效 形式： 


Q{(o,k) 


Ne 


2 


2 


me 


(oe 1 c ^ n o p 2 sin 2 0 d 3 p 

m 2 c J ds k 9 v - co - iO ( 2 irh ) 


(97.4) 


① 与楢向电容率之间的关系予以阐明 如下. 将电流密度通过极化强度矢坦由 

- io ； 尸来表达，并引进电场强度 £ = 以代替矢势/4,我们可以将 （96, 4 )写成尸= - coT 2 QE ， 这表 

明 

一 cQ/(O l = ( • 1 )/4IT. 

② 通过第九卷，§40给出的关于计算 p . = m / v , 的公式，这个很容易予以钲明.注意到函数<?(0，幻 
1 T—T c 时（与' —起）趋于零，如在 386 页的脚注中早已提到的. 
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这个表达式中的第二项描述费米气体中元激发对电容率的贡献 
当 <<b 时，我们可以忽略 (97. 4) 被积表达式分母中的 C0: 


Q(co y k) 


me 4Ti 2 ch 3 k 


sin 2 0 dcos 沒 


r sin u d< 
J cosO - 


iO 




(97.5) 


相对于 cos 0 的积分按极点 cos ^ = i0 处的残数计算，并且等于 hr. 相对于/>的积 
分，重写成下列形式 



8 n o p 2 e 
ds TJ 


dr ] 


f 


当 It? I <<A 时是对数发散的 . 在 Iryl 〜 a>4/( Ai； f ) 处截断（此处鉍〜 o >) ，我们在 


对数精确度下求得 


如。 

de 


A 


pU # 2 


wA/kt) 


dry 

V 


从而 


Q(o> ， k) 


N 


9 


p 2 ¥ Ao)\n( kv r /i 


me 2Ticft 3 ^(e 4/r + l)(e 


S/T 


(97.6) 


Q 的虚部确定 耗散； 这部分的负号对应于电容率的正 虚部 . 

当 T —T c 和 ' 与 A 趋于零时，表达式 （ 97. 6) 变得不适用.这里 （ 97. 5) 中 

相对于 P 的积分，主要贡献来自 v-t»a 范围，在其中我们可令 4 =0 . 结果是 


Q(<o.k) 


. 3ir Ne w 


4 me kv 


其中 /V=p 〖 /(3W> 是电子 密度. 这个表达式简单地描述正常金属中的反常趋 
肤效应（具有色散关系 e =p 2 / 2 肌 ）②. 


皮帕德情况 

在静磁场中，皮帕德极限情况对应于不等式 

hkv r » A 0 ^ T c . (97.7) 

为了考虑交变电磁场，这里我们再增加一个条件 

hv F » ( 0 . ( 97 . 8 ) 

这个情况下的计算，如果首先从 ^(^,^)(96. 2 4 ) 中减去其静态值 (? （ 0，) 
会得到显著 简化； 这归结于丢掉常最项 /Ve 2 /(mc) 并从被积表达式每一项 ± 


① 通过将 （97.4) 与§31习题2中关于无碰撞电子等离体的横向电容率的公式 （2) 进行比较可以 
确认这点.在作比较时，必须注意到伦敦情况对应于准经典极限，所以对简并性气体的公式与对麦克斯韦 
等离体的公式的差别仅在于分布函数和色散关系 c ( P ) 的形式上. 

② 见公式 （86. 16). 在作比较时，重要的是这个情况下尺不依赖于史，而9将《/与4相联系，而不是 

如 （86. 16) 中那样将> 与五相 联系. 
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e _ 士 ->) 中减去具有6>=0的类 似项. 结果发现差值（?（ 0 >，灸） -(?(0， Ar ) 正比 
于 1 /L 皮帕德情况的<?(0,幻具有 对&的 类似依 存性： 

州，幻=盖 ， p ,±^^. Ath A (97.9) 

(见第九卷 （51.21)). 因此我们可以将（?（0>，幻写成下列形式 


Q((o,k) =^-^[/3 +y(cu) ] ， (97. 10) 


其中 y (6>) 是应当予以计算的一个函数，并且当 < o = 0 时 为零. 注意到由于对灸 
的这个依存关系，第九卷关于穿透深度5的公式 （52. 6) 仍保持有效，只是应该 
在其中用 0 + 7( ⑴）代替尽然而，由于7(如）是复量（见下面），很自然的是这里 


不用6本身，而是应用与之相关的面阻抗（（0>) = - io ) 8 / c . 

在确定差值 Q ( io . k ) ~<?(0， it ) 的积分中，重要的是 cos 0的小值范围（如第 
九卷§51中（?（0, it ) 的计算中那样），而当 cos 0增加时积分迅速 收敛； 因而我们 


可以令 sin (9 = 1 ，并将对 cos 0的积分扩展到从_ «至 oo . 


将积分利用 


d^p = 2 irp z dpdcos 0 ^ 2 TTp 2 F mdridcos 0 


(r 7 =/>V( 2 m ) -/O 进行变换，并应用新积分 变景： 

x { = s ^/A , x 2 - s ^/ A . 


我们有 


r] 4 + 77 . ^ 2 rj , rj 4 - 77 . « hkv r cos d. 


对 d^dcos 6 的积分因而可以用对 dT ； + dT /_/( K ) 的积分代替，对每个变量和 
17 _都是从 - «至同时丢掉被积表达式中包含乘积 V + V - 的所有项，它们因 
此是这些变量的奇函数，积分时给出结果 为零. 于是我们可以相对于每个变童 


x t 和从1至00积分，令 


d^dcos 6—^4 


- 


AA 2 x x x 2 dx x dx 2 
hkv F [ ( x ] - 1 ) (^2 -1)] 



这些变换导致结果 


y (( o ) = - 3 tt 


Ne 1 A _ 
me 2 hv F 


// 




[( 4 - l ) ( 4 - 1 广 


1/2 


x t A 

lh Tr x 


X \ (XyX^ ^ \ 


+ 


-P 


2 


. X 


1) 


- O ) - iO x { - x 2 + a ) + iO x \ " x 2 

1 2 


十 


i x { + x 2 - ftX - iO jc , ^ x 2 + oX + iO x \ +x 2 \ 


(97. 11 
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其中必我们将仅考虑这个表达式的虚部，它确定对场能的吸收. 

(97. 11) 中被积表达式的虚部，按规则 （29. 8) 予以分开，此后通过对一个变 
量 A 或 h 的积分而消去5 函数； 同时必须注意使 S 函数自变量为零的点事实上 
的确位于此积分范围内.简单计算给出，当 o >>0 时， 


oc 


J n =lmJ 


TT 


oj) +1 


— 1 ) !/ " [ ( + ( o ) 2 — 1 


1/2 


th 


2 T 2 T \ 


dx ^ 



(a) - x) 


出？ 4(^ 


-\ y n Ux -^) 2 - w n 2 r 


(97. 12) 


第二项仅当立 >2 时才存在.类似地，很容易证实尸（ - co ) : J ”（ ST ). 积分 
(97. 12) 依赖于两个参量 A / r 和舢 / A , 它们相互之间以及与1还可有各种关 
系.这里让我们考虑几个可能的极限 情况. 

设 r = 0. 于是 （97. 12) 中第一个积分为零，第二个积分当 hio > 2 A 0 时不为 
零，这就是，在库珀对的“结合能”处有一个吸 收阈. 这个阈值的存在，它是谱中 
能隙的直接结果，是超导体的一个特定性质. 

邻近阈值，当立_2<<1时，在积分的整个范围 x 接近于令必 -2 =5, 
x - 1 = z 8, 我们求得 

I 2 〜 

Iff _ nh f dz ir ‘8_ 2 / <o t \ 

叫 r 1 ). 

集合上述公式，这样我们求得 T = 0 时邻近吸收阈对于<?虚部的下列表 达式： 


Q 


3TT 2 /^e 2 / ho) 

4mc hv F k\ 2A 0 


) 


(97. 13) 


如果温度不为零，让我们考虑低频 （ m ; 的情况，并假设 A ( r ) ~7 X 从而 
排除了邻近零温和邻近八的温度）. (97. 12) 中第二个积分于是不 存在. 在第 


一个积分中，重要范围是 ~ oT « l . 将被积函数中两双曲正切函数的差展 

开成必的幂，并应用变童; c - 1 = u ，在对数精确度下我们求得 

〜1 

r ^iLh^ ch ^A ( _^_ = z^ ch -2Ai n A 

J IT h 2T J 1 ( n - 2T IT hw 

o v u ( a + ； 

于是结果得到 

^^Jo A ch ， 2 A ]n A (97.14) 

o me v F k J Z1 no) 


§98 超导体的热导率 


超导体中电子热传导的物理本性类似于玻色超流体屮热传导或黏性的物理 



本性.两种情况下我们所说的是量子液体正常组分（即量子液体中形成的元激 
发总体）的动理系数，这里我们也将在 BCS 模型框架下来考虑这个论题 （ B . T . 
reft ; iHKMaH , 1958 ). 

对于存在温度梯度的超导体，我们从准粒子分布函数的动理方程 出发： 



(98. 1) 


其中》=如/卽是准粒子速度.准粒子的能量是 

£ -P?) 2 + A 2 ( T) ] ,/2 , (98. 2) 

它本身通过能隙△(『）而依赖于温度 • 因此，当存在温度梯度时，能 ft e 也变成 
坐标的函数，而导数-心 / dr 代表作用于准粒子 的力. 这是方程 （98. 1) 左边第 


二项的起源. 

照例，我们令 n = n 0 ( s ) +8«( r , p ) ，其中 

n 0 ( e ) =( e ^ + l )-' (98.3) 

是平衡分布函数.在左边仅保留％的项，我们得到关于％的方程 


ds 占汀 o ds 

dr dr dp dT de dT \ 

方括号中含 A 的导数的项之差为零，剩下 


e ^ n o tj r - ?__L \ I _ _ 色 _ 

一 Y U V • 一 — t — (e tf/r + l)(e' ff/r + l7* 

碰撞积分依赖于准粒子散射 机理. 我们将考虑下列这样的情况：主要机理 

是静止杂质原子上的弹性散射，并假设这个散射为各向同 性的. 于是碰撞积分 

归结为下列表达式 （ 比较 （11. 3)) : 

C ( n ) = - vbn , 

其中 v = 是有效碰撞频率,/ V ,%是杂质原子数密度，而 cr , 是准粒子被一个 

杂质原子散射的输运 截面. 输运截面 A 是原子尺度量级的常量. 

于是动理方程采取下列形式 



(98.4) 


其中/ = ^/(/ V ^ a ) 是常量平均自由程 
.热流由下列积分 


e v hn 


2 d 3 p 
( 2irh ) 


i 


(98.5) 


计算（其中因数 2 来自准粒子自旋的两个方向）.但分布函数、也同样与 


超导体中正常电流相联系，正常电流密度是 
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(在所研究模型中 - d / m ， 用公式 （77.7) 所给出的 f ). 

但热导率是在 y = o 下通过热流来定义的 • 然而，在目前情况，这个条件并 
不要求方程 （98.4) 中有任何改变 • 理由是超导体中总电流密度是正常电流与 
超导电流之和:7=人+人.存在温度梯度时出现的电流人（在开路中）被超导电流 
自动地补偿: - y n . 同时重要的是，超导电子的运动并不涉及任何热景传递. 
以具有速度、= - y s /( wv .) 的超流体流动为“背景”的准粒子的平衡分布函数， 
与 （98. 3) 的差别在于用代替 H 比较§77),在动理方程（98.1)中也 
必须作这种改变.但速度\正 比于人 ，从而正比于小梯度 ▽ r ; 因此上述改变仅 
会在动理方程左边给出二阶小量的项，这些 X 论如何在得出 （98. 4) 时将必须予 
以略去. 

将 （98.4) 的 M 代人 （98.5), 对 p 的方向求平均后，我们求得热导率的表达 

式为 


1 f 2 ^ n o 2 • 4 ttd 2 dp 

3 TJ S ds (2 Trh ) 3 
或者，用 Vd /) = d £ T ， p 2 我们有 


【Pi 

K= ~3^Vr 

最后，经过若干明显替换，我们得到 



_ 2/ppzA 3 r u 2 du 

K 一 3W7 12 J (e** 477, + l)(e'^ /r + l)* 

当 r — o ,4^ a 。 时，热导率按以下 规律： 

2lp\A 2 _ A/T 

k : — t — 

37 r 2 fe 3 r 


(98.6) 


(98^7) 


(98.8) 


趋于零.当时，（由 （98.6) 容易看出）热导率趋于极限 


Alp\T 


j sn 0 ( ^) = 

0 


lp}T 

9^ 


对应于正常金属的情况. 


弟丁一早 

相变动理学 


§99 一级相变的动理学成核 

我们注意到，相变成核的热力学理论，其基本原理如下（见第五卷，§ 162). 

从亚稳相向稳定相的转变，是通过涨落在均匀介质中发生新相的小量聚 
积——成核而实现的.然而，对界面的形成，能最上不利的效应会有下述 结果： 
当核小于某个大小时，它是不稳定的并再次 消失. 仅当核的大小《(对亚稳相的 
给定态）开始具有某个确定值~时才是稳 定的； 这个值称为临界大小，这个大小 
的核将称为临界核① • 假定它们为包含大量分子的宏观物 • 因而整个理论仅对 
不太接近相的绝对不稳定性极限的亚稳态才适用（当逼近这个极限时，临界大 
小降至分子尺度量级的值）. 

釆用纯热力学方法，认为介质处于平衡，人们只能处理介质中各种大小的涨 
落核岀现的概率的 问题. 这点十分 重要. 因为亚稳相态实际并不对应于完全统 
计平衡，这个处理只能应用于这样的时间尺度，它远小于临界核形成时间（每单 
位时间概率的倒数），在此时间后，实际上出现过渡到新相的变化，即亚稳态不 
再存在.根据同样理由，仅当核具有大小 a 时，核形成概率的热力学计算才 
是适 宜的； 较大核发展成 新相. 换句话说，这么大的涨落一般不属于这群与所考 
虑（亚稳）的宏观态相对应的微 观态. 

对于成核的热力学概率，现在我们将用一个与之成正比的 M , 即介质中现有 
的各种大小的核的“平衡”（上述意义上的）分布函数来代替，这个量用/。（《)表示 
( f 0 da 是单位体积介质中具有大小在 da 范围的核 数）. 根据涨落的热力学理论 

/ 0 (a) ocexp- 一 及- ，， (99.1) 

①在第五卷§〖 62 中所考虑的核只是新相的聚枳正好具有这个临界大小的情况 • 
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其中是形成给定大小的核所需最小功.最小功由体积和面积两部分组成 
(对具有半径 a 的球形核），具有形式 

0 8tto 3 Ot A 2 

= 一- +4tt<! a ， 

其中 《 是表面张力系数，临界半径用两相的热力学量来表达（见第五卷， 
§ 162,习题 2) •值 a 对应于 、 in U ) 的最大值，临近吣有 

尺_ - ^ aa cr -47 ra(a - a „) 2 . (99. 2) 


的最大值对应于分布函数的按指数律的锐最小值.忽略指数前系数随《的 
远悛得多的变化，我们有 


/o(a) =/ 0 (a cf )exp| 


4ira 

下 


(« 一 


(99.3) 


其中 0) 


/o( a cr) = const 



4Traa 2 ct 

3 T 


根据上述讨论，值 a = %对应于这样的极限，超过此值后大 ft 新相开始形 
成.更确切地说，我们不应指一个极限点《 = ，而是应指邻近该点 a 值的一个临 


界范围，具有宽度 8 a ^( r /4 ira ) ，/2 . 这种大小范围的核的涨落发展仍能以可观 
概率使它们回到次临界范围，但超过这个临界范围的核不可避免地发展成新相. 

因为热力学理论仅限于实际相变前的阶段，它不能提供关于这个过程进程 
的信息，例如过程速率的信息.那会需要核的发展的动理学分析，这个核最终会 


并人新相②. 

令 / U ， a ) 为所求的核按其大小的“动理学”分布函数.改变核的大小的“元 
过程”是一个分子附着于它或从它上面丢失的过程，这可认为是小变化，因为在 
目前理论中核是宏观物.因而我们可以用福克尔-普朗克方程类型的动理方程 


1二上 

dt da 


(99.4) 


来描述核的生长过程，其中$是“大小空间”中的流密度，具有 形式： 

5 = (99.5) 

8 a 

n . B 是“核大小扩散系 数”； 系数 a 与 6 通过一个关系相联系，这个关系是由对 


① /(«„) 中的指数前因数不能仅仅通过相的宏观性质来表达，对于定性估计，我们可认为这个因数 
正比于基相 （1) 中粒子数密度弋和正比于导数 djWda , 其中人^是新相 （2) 的核中粒子数 • 令' -\/Vy , 

jV ，其中 q 和 P 2 是两个相中每个分子的体积•我们得到作为常娥的估计值 

② 下面给出的理论应归于泽利多维奇 （《• B . 3 chi ,« obum (1942)). 
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平衡分布 s 为零这个事实得出的.后者取 （99. 1 ) 的形式，并忽略指数前系数的 
缓慢变化，我们求得 




(99.6) 


现在让我们来求对应于连续相变过程的动理方程的定态解 • 这个解中$= 
const ， 并且流 （ 沿增加核大小的方向）的这个恒定值正好是介质每单位体积内每 
单位时间通过这个临界范围的核数，即，它确定过程的 速率. 

我们可以将流的表达式 （99. 5) 重写（应用 （99. 6)) ，通过比值///。而不是函 
数/本身来表达.于是恒定流的条件变成 


-队 it- 


(99.1) 


因而 


X = . 5 r ^ + const . 

fo J 

这里的常量 s 和 const 是由对小 a 和对大 a 的边界条件予以确定的 • 随着核的 
减小，涨落概率迅速 增大； 因而小核以髙概率 出现. 可以认为这种核的贮 存量补 
充得如此快，尽管由于流 s 导致恒定耗失，仍使得它们的数目继续具有其平衡 
值.这个情况用边界条件当时///。〜1来表达 • 对于大 a 的边界条件，可以 
这样确 立：注 意到超过临界范围时，按 （99. 1) 定义的函数/。（它在那里实际上不 
适用）无限制地增长，而真分布函数 / U ) 当然仍保持有限.这个情况由条件 
/// 0 = 0表达，强加于超出临界范围的某处；确切在何处不重要（见下面），我们将 
任意地认为它是 a-^oo 

满足上述两个条件的解是 ^ 

( 99 . 8 ) 


+ const . 


(99.8) 


而常量 s 由等式 


1 _ r da 

5 ~ 1 B fo 


(99.9) 


确定.被积函数在具有锐 最大. 邻近该点应用表达式 （99.3), 我们可以 
将 （99. 9) 中对 （a 的积分扩展到从 -00 至 00 ，而不管 （99. 8) 和 （99. 9) 中积 

分上限究竟取在（临界范围外）何处，即，边界条件究竟强加于何处 • 结果是 


= 2 



^(«cr )/ 0 ( a cr)- 


(99. 10) 


这个公式表达的是定态条件下亚稳相每单位时间每单位体积形成的“能生存” 


①在解一个不同的问题时（ §24) 曾经应用过类似论据 • 
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核数（即，已通过临界范围的那些），用热力学理论所给出的临界核的平衡数来 
表达. 


对于分布函数 /( a ) 本身，次临界范围的公式 （99. 8) 简单给出 /((2) «/。（《). 
超过临界范围， （99. 8) 仅告诉我们/<</。，与所述边界条件一致.按照过程的物 
理图像很显然，在这个范围，分布函数是常置•.达到该点后，核单调地变大，实际 
上没有任何反向的变化.从而，这里我们可以忽略流的表达式 （99. 5) 中含导数 
df/da 的项，即，写成按照流 s 的意义，系数4同时起大小空间的速度心/ 
dt 的作用.然而，超过临界范围后核的生长，按照宏观方程发生，利用该方程可 
以独立地确定导数 d ^ dz ; 


A 


da 

d7 


macro 


下标指出这种计算的结果 ®. 

于是按照 （99. 6)，我们求得 


B{a) 


7, 


da 


T 


da 


0 )1 山 


macro 


Sira( a - a cr ) \ dt 


macro 


(99. 11 ) 


(99. 12) 


严格地说，这样所计箅的函数方（《)属于范围《 ，然而我们感兴趣的是（要代 
人 （99. 10) 中的）則~)的值，然而，由于函数衫 U ) 在《 没有奇异性，刚求 
得的函数在该点也可应用•当时，导数（如/山）„_趋于零（核处于不稳定 


平 衡）； 除以（《-0给出有限结果 • 

公式 （99. 12〉使得原则上有可能去计算系数，从而计算核形成速率， 
无需应用微观 处理. 例如，对于沸腾过程，我们必须借助于流体力学方程来分析 
液体中气泡的 生长； 对于过饱和溶液中溶质的脱溶过程，我们必须分析脱溶颗粒 


的生长，作为物质从周围溶液向它扩散的 结果. 


习 



对于过饱和（但仍然是弱）溶液，确定物质脱溶的“核大小扩散系数”；假定 
核为球形. 

解： 注意到热力学公式如下.从过饱和溶液脱溶的核的临界半径是 

2 av* 

«„ =— ~ -r 

M o 

( 见第五卷，§ 162,习题 2). 在给定情况下， 〆 。和 t / 是核中物质的化学势和分 


①可能出现公式 （99. 11 ) 与“微现”定义 （21. 4 )之间的对应关系问题，根据它，速率(对元生 

长事件求和）不是,4本身.而是和式 i = 4 但是导数与值 （99.6) 比较起来很小（在临界范 
围以外），后者包括大因数因而矿 （ fl ) 可以忽略.这个董级的贵在推导 （99.6) 时早已忽略掉，当 

(99. 1) 中指数函数前系数被认为是常 S 时. 
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子体积，而 〆 是溶液中溶质的化学势: 〆= Tin c +« A (尸， r ) ，其中 c 是浓度 • 对溶 
质平表面上的饱和溶液，浓度取为: Tin c 0ae + =| t / 0 ，我们有 

T(c 一 c 0w ) 


M 一 M o 


71 n 


c 


Co 




c o 


后一等式适用于弱溶液.因而临界半径是 

2 ocf / c 0 


a 


cr 


T(c -c 0m )^ 


( 1 ) 


公式 


c 


0a 


C 0 


2av f 

~7 >r 


) 


a 




c 0 * +—(c - C 0of> ) 


( 2 ) 


a 


确定对（具有半径 a 的）球形溶质表面上的饱和 浓度‘ . 

当核超过临界范围生长时，物质通过从周围溶液的扩散而到达核•定态下， 
在半径为 a 的核周围，球对称浓度分布 c ( d 由扩散方程 


2 


DAr ( r ) = D 


( [ rc ( r )]= M ^0 


dr 


dt 


的解 确定. 带有边界条件 c(oo ) 过饱和溶液浓度的给定值）和 c ( fl ) = c 0a 


因而 



C - (c -c 0q ) 


a 


向核的扩散流量 

/ =4 iTr 2 D = 4txD a(c - c 0a ) =4ttD(c - c 0o6 ) ( a - a cr ); 

dr 

在最后一个等式中曾应用公式 （2). 

如果浓度定义为每单位体积中所溶解分子数，则/是每单位时间沉积在核 
表面的分 子数. 于是 


da 

ch 


iv f 


macro 


4 tt « 


2 


Dv，, 

— r( a 

a 


a 


)U - c 0go ) ‘ 


而按照 （99, 12), 有 

… 、 TDv f {c-c^) Dv， 2 c 如 

BM = S.aal 


§100 一级相变的动理学聚结 

上节中关于相变动理学的处理，仅与相变的初始阶段有关:新相所有核的总 
体积必须很小，使得它们的形成和生长对基相“亚稳度”没有可观影响，而由亚 
稳度所确定的核的临界大小可认为是一 常量. 在这个阶段，有新相的核的涨落 
形成，而每个核的生长不依赖于其它核的行为 • 为确定起见，下面我们将指的是 
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过饱和溶液中溶质脱溶过程的 特例； 于是亚稳度就是溶液的过饱和度. 

在较后阶段，当溶液过饱和变得很微弱时，过程的性质完全不同.新核的涨 
落形成现在实际上停止了，因为这时临界大小变得很大.临界大小的增大，伴随 
着过饱和度的稳步减小，结果是早已形成的新相中较小的颗粒落到临界范围以 
下并再溶解.从而大颗粒“吞没”小颗粒在这个阶段起决定性作用，大颗粒生长 
作为小颗粒溶解的结果（聚结过程）.这个阶段将在本节中讨论.假设溶液初始 
浓度很小，使得脱溶颗粒互相远离，因而它们的直接“相互作用”可予以忽 略①. 

我们将考虑一个固溶体，其中脱溶颗粒处于静止状态，并且仅由于从周围溶 
液的扩散而生长.为了阐明过程的基本定性特色和处理方法，我们还将作一些 
其它简化假设，忽略环绕脱溶颗粒的弹性应力，并假设这些颗粒是球形的 • 

具有半径 a 的颗粒表面处，溶液的平衡浓度由热力学公式给出为 



( 100 . 1 ) 


其屮是溶质平表面上方饱和溶液的浓度， a 是相界处表面张力系数， 〆 是溶 
质分子体积（见上节，习 题）. 浓度通过单位体积溶液中所溶解物质的体积来定 
义. 用这个定义，颗粒表面处的扩散流 = 等于颗粒半径的 变率： 


da 



(其中是溶质扩散系 数）. 由于假设浓度很小，这个变率也很小，使得环绕颗 
粒的浓度分布可以认为每个瞬间都等于对应于 a 的有关值的定态分布 c ( r )； 



其中 c 是溶液的平均浓度.从而扩散流〖（0 = -‘）/ 〆 ，并注意到 

(100. 1) ，我们有 


i(a) 


da 

d7 


0{c - c 0a ) D 




♦ 


a 


其中参童 a = 2 av r c 0lCi / T 和鼉 j 


c 。。 是溶液的过饱和度.量 


a cr ( 0 ^ < 7 / A ( t ) (100.2) 

是临界半 径：当 a >〜时，颗粒变大 （ da/cU >0) ，而当 a <〜时它溶解 （ d «/ d £ < 
0 ). 在下列分析中，直至最后结果，我们将用 aU0 )/(/) a ) 为单位来量度时间, 
其中 a „(0) 是聚结开始时的临界半径 • 从而我们有方程 


da a 3 cr (0) 
- 二 —■ __ 

dt a 


(100. 3) 


①这里给出的理论应归于栗弗席兹，斯列佐夫 （ M . M . JUi^mnn B - B . C ^ e 30 B ( 1958)). 
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其次，令/0,«)为颗粒按大小的分布函数，这样归一化使得积分 


yv(0 = J/(^,a)d 


是单位体积中的颗粒数.认为 h = da / df 是颗粒在大小空间中的运动速率，我 
们可以写出该空间中的连续性方程为 


f + 去⑻ = 0 . 


(100.4) 


最后，溶质总量守恒表达为下列方程 

A q = const = Q , q { t ) 


4 tt 


[ af{t 9 a)da. 


(100. 5) 


其中是初始总浓度而 9 是（单位体积溶液中）脱溶颗粒的体积. 

方程 （100. 3) — （100. 5) 形成所考虑问题的完备方程组. 它 们可以这样变 

换，使得所涉及的变量是作分析时最方便的. 

我们应用最纲为1的量 

x { t ) = a cr ( O / a cr (0). (100.6) 

当 t — oo 时，过饱和度 △(/) 趋于零，而临界半径相应地趋于无穷.因此，当【从0 
变至00时，童 

T = 3 In x ( t ) ( 100. 7 ) 

也单调地从0变至 oc ，我们将采用这个董作为新时间变最.我们采用比值 


u = a/a Li (t) 

作为 （100.3) 中的未知函数.于是方程变成 


( 100 . 8 ) 


du 

dr 


-y( u - 1) -u 3 , 


(100.9) 


其中 


y = y ( r ) 


dx 


> 0 . 


100 . 10 ) 


现在接着分析这些方程，我们首先将证明当时，函数 y ( r ) 必须趋于 
特定有限极限. 

方程 （100.9) 右边在 u 2 处有一最大值为/ - l ]. 从而变 

率 duVdr 作为 u 的函数可具有图34中所示三种形式的任何一种，随 y 的值而 
定.当 y =7。=27/4 B 、 j ，曲线在 u = u 0 = 3/2处与横坐标轴 相切. 

横坐标轴上每一点描述一个颗粒向右或向左移动的态，随导数 duVdr 的正 
负而定，当7 >7。时， A 左边所有点向左边移动，在达到原点时消失.而具有 
的点向点 u 2 移动，从右边或从左边渐近地逼近这意味着具有 u > i /,, 
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图 34 




即，具有半径 a > w f 的所有颗粒，（当 T —* 时）将渐近地达到大小 a = a cr u 2 ,^ 
随~趋向 无穷； 脱溶颗粒的总体积^从而也会趋于无穷，所以物质守恒方程 
(100. 5) 不能 满足. 当 y < y 。 时，所有点向左移动，在经过有限时间后达到原点 
时 消失； 在这个情况 r )—0, 而方程 （100. 5) 又不能 满足. 

从而函数 yO ) 必须趋于极限 y 。 并且必须从下面趋近这个值 ：如果 从上面 
趋近极限值（或者如果精确地有等式7 =7。），具有的所有点向左移动，反 
正会变成“堵塞”在 u %点（该点变率 duVdr =0) ，而方程 （100. 5 ) +能得到满 
足，如在 y(oc ) >7。的情况那样 • 因此，我们必须有 


y(r)=f[i 


g 2 {t )] , 


(100. 11 


其中当 T — ao 时 ^0. 同时，从右边逼近的点愈来愈慢地渗透“堵塞点” u = u 。. 
这个渗透速率由函数 e ( T ) 支配，而 f ( T ) 又必须由运动方程 （100. 9) 和物质守恒 
方程 （100. 5) 确定. 

邻近点，方程 （100. 9), 用 （100. 11) 的 y , 变成 


du 1 / 

=- —u 

dr 3 \ 

釆用新未知函数，两个小量的比值 z =( 


2 


)/1 我们可以将这个方程写成下 


列形式 


3 dz 

2 e dr 


3 3 

4 2 1 


d(\/s) 

7?=— dT ~ 


这个分析，类似于 h 面对 （100. 9) 的分析，导致结论••当 


( 100 . 12 ) 
时，函数 17 ( T ) 


必须渐近地趋于有限极限 r ?。 =2/#(该值是方程 （100. 12) 右边作为 z 的函数在 
堵塞点\ 与横坐标轴相切的 W 的 值）. 由渐近等式 v = Vo 得出函数 dr ) 的 


极限形式 

6 ^( t ) :心 /" It • ( 100. 13) 

当 T 2 >>1 时， （100. 11) 中校正项可予以忽略 • 于是由方程 1 /y = x 2 d^/dr = 
4/27求得临界半径对时间的依存关系的极限 形式： 




一级相变的动理学聚结 


⑴ 


q cr (0 

oAO ) 


4/ 
9~ 


(100. 14) 


因为 


T = 


In 于是结果 （100. 14) 的适用性条件用实际时间/表达是 


Inh » 1. 值得注意的是，虽然对 y 。 的校正的相对大小随 t 的增加而迅速 
减小，而一级近似 （100. 14) 变成愈来愈接近精确，邻近堵塞点解的行为正 
好由这些校正予以确定. 

现在比我们转到计算颗粒按大小的分布 函数. 按变量《和^的分布函数与 
按 t 和 a 的分布函数由关系式 


(p(r ^u) du =/( t ^a) da 9 f = <p/a 

相联系.对于这个函数的连续性方程是 


(100. 15 


却 3 

■ ■ | " ■ 

dr du 


(v u( p) = 0 , v u = 


du 

5? 


(10 (K 16) 


速率匕 由 （100.9) 给出，带有 y =27/4, 除在 u 。 的邻近 （ 〜 s ) 外，处处有 


du 

v =—= 

41 dr 

方程 （100. 16) 的解具有形式 


3 U 


(a - 舍 j ( u + 3 ) • 


(100. 17) 


心一） ^/ 二 T iu U , r(a)= fdu^ ( 100 . 18 ) 

其中; r 是待确定函数. 

我们看岀，描述颗粒在 u 轴上从右向左运动的所有点，都从堵塞点邻域通 
过，并且如果到达较晚则在那里花较长时间.从而这个邻域对具有« >^ 0 的点 
起汇的作用，而对处于范围《<心的点则起源的 作用. 

当 r —0 C 时，点 u 。 右边的分布函数由从无穷远区域到达这里的那些点确 
定，它们对应于初始 （ t =0) 分布“尾部”的颗粒.因为该分布中的颗粒数当然随 
颗粒增大而（实际上按指数律）迅速减小，则在 a >%范围（％直接邻域以外）的 
分布函数当 T —* 时趋于零. 

在物质守恒方程 （100. 5) 中，当 T — oo 时项 d ( T )—0. 将积分通过变 M t 
和 u 表达（并记住 n 3 = uWKO ) = u 3 e T a 3 cr (0)) ，我们求得方程 


r . 47ra: r (0) 

Ke r j u </?(t , u)du = 1 , k = - ^ - ; ( 100. 19 ) 

0 乂 

这里要用 （100. 18) 的中代人，其中匕来自 （100. 17)0). 立即很显然的是，等式 
(100. 19) 左边的表达式仅当函数 I 具有形式 


①我们不打算停下来证明点 W 邻域（那里表达式 （100. n ) 不适用）对积分的相对贡献当 T 40 C 时 
趋于零- 
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T - t(u) ) =Ae~ 

时才与量 t 无关 • 

函数 T ( U ) 通过初等积分予以计算，结果是 


-r ^ t( u) 


< p(r f u ) = Ae “ r P ( u ) ， 


( 100 . 20 ) 


其中 


v 3 4 e u 2 exp [ -1/(1 - 2 u /3 ) ] 3 

P ( u ) = 0. u > 3/2. 


(10(X21) 


P ( u ) = 0, u > 3/2. 

常量 4 通过将 （100. 20) 代回方程 （100. 19) 而 确定； 对结果所得积分的数值计算 
给出 l =0.9// c . 函数 P ( u ) 自然归一化为1: 


u 


0 


3/2 


0 


P ( u)du = J - - du = - J e r dr = 1. 

o u o 


从而每单位体积的颗粒数是 


u 


0 


/V = I ( p(r 9 u ) du ^ Ae 


9A 


( 100 . 22 ) 


还很容易求得（对分布 （100. 21)) 求平均后的值 ： 为此，我们考虑积分 


P ( a)(u - 1 )du 


(a - 1 ) 


du 


e T [ u ( r ) - 1 ] dr 


0 


u 


用 （100.9) 的 a ( T ) -1 代人后给出 


0 


h / eT K (T) 


du 3 ( • 

dr 


dr =— u 3 ( r ) e r 


27 


= 0. 


从而 


u = ( P ( u ) udu = I 尸 （ u)da = l. 


o 


o 


即 9 a ^ a cr ( t ) ，平均大小等于临界 大小. 

我们可以把上述各公式归到一起，并用原变 
量（颗粒半径《和有量纲时间 G 将结果重新 写出. 
颗粒平均半径按 


2.0 


1.5 


1.0 


AorD 


(100. 23) 


随时间渐近增大.颗粒按大小的分布任何时刻由 
函数 （100. 21) 给出： 半径在 da 范围的颗粒数是 

P ( a / a ) da / a . 函数 P U ) 仅当 u < f 时才不为 
零，图示于图 35. 


0.5 



0.5 L 0 L 5 t 4 


图35 
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我们注意到，渐近分布与聚结开始时的初始分布无关.（每单位体积的）颗粒总 
数按照 

/ V ⑴ -0. 5 Q /( Dat ) (100.24) 

随时间减少.溶液过饱和度按 

A ( t ) = (9 a 2 /( Dt)) l/i (100. 25) 

趋于零. 

为了理解这些关系的意义，我们注意到上述讨论中认为溶液总体积为无限， 
从而溶质的总量也是无限.在有限体积中，过程当然会在有限时间后完成，即当 
整个溶质已经脱溶聚成一个团块时完成. 


§101 二级相变点邻近序参置的弛豫 


众所周知，二级相变中的物态变化由序参量7；描述 ， a 7；在相变点一边 
(“不对称”相中）不为零而在另一边（“对称”相中）为零.第五卷第十四章中讨 
论的问题是，邻近相变点物体的热力学平衡性质.现在让我们来考虑非平衡系 
统中序参量的弛豫过程. 

序参量的平衡值（这里用5表示），由相应热力学势为最小确定.考虑到对 
于空间均匀和空间不均匀情况都予以研究，我们将应用势打，（对物体的给定总 
体积）它是温度^和化学势 g 的 函数； 比较第五卷，§ 146. 

在空间均匀物体中， r ? 的值由(每单位体积的热力学势）在给定 
7 1 和 M 下作为 W 的函数为最小来确定： 

— = 0 . ( 101 . 1 ) 

如果这个条件不满足，则出现弛豫过程，参董77随时间变化并趋于吞在并不远 
离平衡的状态，即，当导数 d /2/ dr ? 的值很小但不为零时，弛豫率（导数 dry / dO 也 
很小.在朗道理论中，序参量的涨落是忽略的，我们必须假定这两个导数之间有 


简单正比 关系: 


dry 

dt 


dO 



(10L 2) 


具有恒定比例系数 y (/ I . JlaHflay ， M . M . Xa ^ aTHMKOB , 1954). 

在朗道理论中，邻近相变点的热力学势具有形式为 

# 

/2 = /2。（7>) ^( T - T c ) a V 2 (101.3) 

带有正系数&如果不对称相对应于 r <八，于是也有 a > 0 ( 见第五卷 


(146.3)). 不对称相中序参景的平衡值，即方程（ 101. 1 ) 的解是 



(101.4) 
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弛豫方程 （101. 2) 变成 

^ -T c )arj + 26 ^ 3 ], 

或者按小差值877 = 7； -77 线性化 

^ = 士， (101.5) 

T 0 

其中 

T 0 =l/[4 r a(r c -D], T < T c . (101.6) 

当 i 一 时，差值 Sr ; 必须趋于零，因此我们必须有 r Q >0,从而 y >0. 

在范围 T > T c 的弛豫可以类似地讨论.这里5=0,对于导数的线性化表达 

式是 

手 = 2a(T - T c )b V . 

07] 

相应地， （101.6) 由 

r 0 =l/[ 2 r a(r-r c )], T>T C (101.7) 

所代替. 

量 t 。 是序参量的弛豫时间 • 我们看到当 r — 7；时它趋于无穷.这种情况 
对整个相变理论具有非常重要的意义.如第五卷，§ 143中早已注意到的，对77 
的给定非平衡值，它保证了对应于不完全平衡的宏观态的 存在. 本节和下节中 
给出的理论，对序参量弛豫的处理，认为不取决于物体其它宏观特征的弛豫，理 
论之所以有意义，正是由于上述这种情况 • 

在空间不均匀系统中，我们必须考虑由下列积分 


J* \O 0 ^a{T-T c ) V 2 ^b v 4 +g( V T,) 2 !dF (101.8) 

给出的总热 力学势 （见第五卷 （ 146. 5)). 相应平衡条件通过将积分对7?作变分 
并令变分为零而求得.对含梯度项作分部积分，我们得到平衡条件为下列方程 
的形式 


2 a (T - T c )r] +46t; 3 - 2 ^ 77 -^- 2^877 = 0 , 

y^o 


(为明确起见，我们认为不对称相对应于『<八的区域 ）• 相应地，弛豫方程 


dbrj 

dt 




(101.9) 


中出现补充项. 

对于函数的每个空间傅里叶分量，由此求得下列方程 


d8”* by k 

ck T k 



( 101 . 10 ) 



§102 动理学标度不变性 


我们看到对分量的弛豫时间当 T ^ T c 时仍保持有 
大. 



但随^的减小而增 


最后，如果我们在中包括-动项，它描述外场对相变的影响（见第五卷 
(146. 5))，则弛豫方程变成 




如果假设外场是周期性的 


hoc e 





于是我们得到下列关系式 


其中响应率是 


St ?* 


( 101 . 11 ) 


x(<* ) f k ) = - 7 ^-—- • ( 101 . 12 ) 

r k 一⑹ 

这个表达式在 0= - ir ；' 有一极点，与§91末尾所作一般论点一致•当 w =0 
和灸=0时，它简化为; t (0,0) = l /[4 a ( r c _ r )]， 与第五卷（144.8)—致. 

根据涨落耗散定理，响应率 （101. 12 )( 在经典极限下）通过公式 


(W 2 ) w * =—Imv(6>^) = 2 2y7， . 2 (101.13) 

(o O) + T k 

确定序参量涨落的谱关联函数.这是关联函数。^((^(^^(^”的时空傅里 
叶分*;涨落的傅里叶分量的乘积的平均值与函数 （&V 由关系式 

〈 ^ = (2Tr) 4 6(a> + o/)6(A: +k r ) ( hr) 2 )^ 

相联系. (101. 13) 对 cW /(2 tt ) 的积分给出同时关联函数 〈8^7(0，0)8 i 7(0, r >> 的 
空间傅里叶分 量①： 


(谷” 2 )^ = 



_ T _ 

2 gk 2 +4 a ( T c -7) 


(101. 14) 


§102 动理学标度不变性 

上节中所阐述的理论并没有考虑到序参量的涨落.因此它的适用性像朗道 
的相变热力学理论那样，受到相同条件的 限制. 这些条件在相变点邻域，“涨 
落”区域，不能满足. 

在这个区域，物体的动理学性质（像纯热力学性质那样，第五卷，§ 1私），可 
用一组“临界指数”描述，它们明确规定逼近相变点时一些量的变化方式 • 可证 
明，通过将第五卷§ 149中对热力学性质所表述的标度不变性假设扩展到包括 


①在将 （101. 14 > 与第五卷中公式 （146. 8) 比较时，必须记住后一公式与有限空间 V 中展成傅里叶 
级数 中的分 M 有关，而不是嵌 成傅里 叶枳分 • 
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动理效应以推导出这些指数间的某些关系是可能的，这个推广称 为动理学标度 
不变性. 

热力学量在相变点具有的奇异性质依赖于描述相变的序参量分量数，以及 
依赖于由它们所形成的有效哈密顿算符的结构（见第五卷，§ 147). 对于动理学 
量，由于描述弛豫的“运动方程”的各种可能形式，可能情况的范围变得更加多 
种多样.让我们首先考虑序参量只有一个分量的最简单情况 （ B . 1. Halperin , 
P . C . Hohenberg , 1969 ) 

原则上可能（尽管实际上难以实现）确定弛豫行为的一种方式，是计算外场 
作用下序参量 r ； 的精确的（考虑到涨落的）响应率;弛豫期间7；随时 
间的变化由; r 作为复变量0的函数的奇点予以确定（如在§91中阐释过的） • 
如果最邻近实轴的奇点是虚轴上 — 处的单极点，则序参量的每个 

傅里叶分量按指数律衰减，弛豫时间为 r ( k ； T ). 除确定热力学量行为的临界指 
数之外，我们还引进表征 函数; 的两个指数: K 和心 

TOC I r _ r c I ”，当灸 = o , ( 102 . 1 ) 

rock~\ 当了二 ：^, (102.2) 

并有 y > o , 2 > o , 因为对 a = o，r = 7；，弛豫时间变成无限大 • 

似乎很合理的是假设，邻近二级相变点（在涨落区域），如果时间以 = 
T ( o ; r ) 为单位量度，而长度 1/ A 以 r t ( r ) 为单 位量度 ，则弛豫时间不依赖于温 
度，这里％是序参最涨落的关联 半径. 换句话说，函数 T (/ c ; r ) 必须取下列形式 

r ( k ； T ) = \ T - T c \- y f ( hr c ) 9 (102.3) 

其中/仅以乘积屺通过 rJD 依赖于温度，而/(0) = const . 

因为当 r 一^7；时 r c — 00，则与临界指数2的定义一致，我们必须有当» 

时于是 t 对温度的依存关系可以分成乘积形式 

I r - r c | ” | t - t c \ z \ 

其中 v 是对于关联半径的临界指 数②： 

'a \ r - T c ] (102.4) 

但是当 t ^ t q 时（以及必须保持 有限. 由此得出，我们必须有 

y = zv , (102. 5 ) 

从而标度不变性的假设使我们能将 （102. 1 ) 和（ 102. 2) 中的两个指数联系起来 • 
如静态情况中那样，有很好理由假定临界指数在相变点两边相同 • 问题在 
于空间不均匀性 U / o ) 消除了 r = 处所有撖的奇异性，在这个意义上，它把 

① 例如，邻近其居里点的铁磁体中，磁化强度矢 M 绝对值的弛豫就是这种情况，其中相对论性强相 

互作用固定了这个矢_的晶体学方向* 

② 这里和下面关于热力学量的临界指数的记号与第五卷，§148中的 相同- 
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相变弄得模糊不清（在这方面，不均匀性像外场那样影响相变）.换句话说，点 
T = T C 不再是有区別性的，所以没有任何理由预期当 r 从上面和从下面趋近7； 
时， Z 的值之间会有差别.根据关系式 （102. 5) ,于是对指数 y 同样也是正 确的. 

我们可以类似地把 z 与其它临界指数联系起来.例如，让我们考虑当& =0 
时在 T = T c 点响应率对的依存关系. 

根据标度不变性，函数;可以表述成下列形式 

X - \ T - T c \ " y /(< t > r 0 y kr c ) , /(0,0) =： const , 

其中 y 是当 A =0和=0时对于响应率的临界 指数. 当 A =0和 T — T \ 时响应 
率必须趋于有限极限（如果 W #0). 因为丨 r - 7；丨我们发现这意味着 

yu , o ) ,当 

因此所求的1对 o > 依存关系是 

以忪 ，— 、 当左 =0, r = r c . (102.6) 

于是，在所考虑的情况下，标度不变性的要求使我们能确立动理学和热力学 
临界指数之间的一定关系，但是不足以由后者完全确定前者 • 

§103 液氦中邻近 A 点的弛豫 

# 

现在让我们考虑“简并性”系统，其中序参 M 具有若干 U 个）分置 R ，但有 

效哈密顿算符（在均勻系统中）仅依赖于这些分量的平 方和. 换句话说，如果将 
这组量 A 认为是一个 n 维矢量，则有效哈密顿算符不依赖于矢景的方向 • 

一个典型例子是纯交换铁磁体，它的能 M 不依赖于磁化强度矢量的方向. 
另一个例子是超流体（液氦），其中序参量由凝聚相的波函数 

S - ( 103. 1 ) 

表达（见第九卷，§26和 §27). 这个复是一组两个独立量，但均匀液体的能 
量仅依赖于模平方丨 H | 2 =〜，凝聚相的密度 • 

“简并性”系统的独特性质归因于在其振动谱中存在正是与“序参最矢 M ” 
方向的振动相联系的一个分支（软模）；这些振动的频率在相变点变为零.它们 
的色散关系一方面可以根据宏观运动方程求出，而另一方面必须满足标度不变 
性的必要条件.如果这个假定正确，这允许将动理学临界指数完全通过热力学 
临界指数予以表达.我们将就液氦的情况来这样做 （ R . A . Ferrell , N . 
Menyhdrd , H . Schmidt , F . Schwabl , P . Sz^pfalusy , 1967). 

在这个情况，“软模”是第二声.邻近相变点，它由超流速度和熵的联合 
振荡 组成； 第二声中正常速度振荡振 幅是〜 〜，邻近相变点 U 点）它像 p B 
那样 很小. 注意到超流速度与凝聚相波函数的相位相联系4 =&\7少/肌，所以 
v * 的振荡含有相位振荡，即，“序参量矢童”的方向的振荡的意思.对于这些振 
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荡的色散关系是 


其中 



(103.2) 



(103.3) 


是第二声的速率 （ S 为熵而为单位质量液体的比热）；邻近相变点，: T 和 S 可 
用它们在 A 点的值 r A 和\代替，而 p n (液体正常组分的密度）用总密度 p 代 

替① • 

当 T — T k 时，密度 p . 按 


oc ( r A - r) <2 - M/3 (103.4) 

趋于零，其中 a 是关于比热的临界 指数： 


c p oc ir A -n ^ (103.5) 

(见第九卷 （28.4) )• u 2 趋于零的方式依赖于 《 的 正负. 如果 a >0,因而 — 


00，则我们有 

u 2 oc(T a - r ) (Wo)/3 , a >0. 

如果《<0,则 C , 趋于有限极限（注意到临界指数仅定义邻近相变点比热的奇异 
部分的行为！ ）； 于是 

u 2 oc(T a ^t) ( 2 ^ )/6 9 a <0. (103.6) 

下面我们将假定 a <0( 事实上看来对液氦是正确的 -0.02). 

第二声的阻尼由频率的虚部予以描述.远在 A 点以下时，这个虚部很小，但 
当向 A 点逼 近时虚部增大，而在 A 点 紧邻域（以。 〜 1) 变成1的暈级 （Imw ~ 
Id ) .在 A 点以上充分远距离处，我们有寻常阻尼热波（热传导方程的解），具有 
色散关系 



(103.7) 


其中 k 是热导率. 

现在我们应用标度不变性假设，根据这个假设，色散关系在邻近入点必须 


具有形式 


a) = k x f( kr c ) , 


①注意到液氣屮第一声和第二声的速串作为色散方程 

〜 1( f ). 崔卜综 (€卜 


的根进行计箅（见第六卷， §130). 在 A 点紧邻域以外，热膨胀系数很小，因而差 C p - C v 也很小，所以我 
们可以令 C 广 C v ，当 T — T a 时， C p 变得与 G 显著不同 • 但 p 于是我们得到 （103.3). 


这个还可写成 0> 
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(有不同的函数 /) ，其中^为对于关联半径的临界 指数. 

色散关系 （103.2) 和 （103.7) 的正确性并不受关于离 A 点远度的任何条件 

的限制，而是在给定温度下，受条件<< 1所 限制： 波长必须远大于关联半径, 

因为否则的话，作为这些关系基础的宏观方程不再适用 • 

让我们首先考虑低于相变点的温度范围 • 当心 € <<1 时，色散关系对 &为线 

性的这个必要条件，确定 （103. 8) 中 /( f ) 的极限 形式： 

/U)oc( 当卜- 

类似地求得色散关系对温度的依存关系为： 

coock(T, ( 103 . 9 ) 

将这个结果与 （103. 6) 比较求得 



临界指数^和 a 由3^ =2 - a 相联系（见第五卷 （149. 2)) ;由此② 

z = 3/2. (103. 10) 

当 T — T \ 0^1 •，频率必须趋于有限极限，因而 /(0) = const. 从而在 A 点本身 

对于第二声的色散关系是 

a > ock \ (103.11) 

并且 w 的虚部与实部具有相同数量级.当 7 V 7\ 时，对满足条件 K >>1 的短 
波，色散关系 U 03. 11) 是正确的. 

最后，让我们考虑温度范围 T > T a , 这里，当 l u « l 时， m 必须是 A 的二次 
函数.这个意味着 

/( fX _2> ， 当卜 + «• 

于是 

o)ock 2 (T -T x ) y(t ' 2 \ 

与 （103. 7) 比较，将 p 用 a 表示，给出热导率的温度依存关系： 

koc ( T - T a ) ' <2_a)/6 . (103. 12) 

这个当 T — T k 时近似地按 （ r - r A r l /3 趋于 无穷. 

第二声涉及凝聚相波函数相位少的振荡.因此量 l /( Ima >) 也代表相位弛 

① 这些关系在涨落区域必 须是正 确的. 它意昧着不等式丨 I « T k 必须 总是满 足的. 然而， 

有迹象表明在 液氣中 这个不等式实际必须很宽裕地满足，意味养理论应会有某个小数值参擞， 

② 如果 <1>0,则2 = 3/(2 - a )* 
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第十二章相变动理学 


豫时间.当 A -0 时它当然趋于 无穷； 在均勻液体中，相位变化并不导致能量变 
化，因而相位弛豫是不可 能的. 

对 | H | 凝聚相密度的弛豫时间一般与相位弛豫时间是不同样的 • 

然而，按标度不变性的意义来说，我们可以断言，当 fcr e 〜1时两个时间在数量级 
上是一致的.根据 （103.9), 这个时间是 

r-^ /r 广 '(7\ 广 "-"oc(r A _7V' 

用 （103. 10) 的我们求得 

roc(r A -r) _,4a/2 . (103. 13) 

对凝聚相密度的弛豫时间当 k— 0 时仍保持有限，绝对不像相位弛豫时间那样趋 
于无穷.因此，凝聚相密度弛豫时间的温度依存关系 （103. 13)，当4=0时仍保 

持有效 （ B . 71. rioKpoDCKMH , H - M . Xa / iaTHMKOB , 1969 ) 


①如果 a >0, 我们会得到 T«(r A - T ) _1 ,与朗道理论的结果 （101. 6) 精确一致.然而，这个一致 
在某种意义上是偶然的. 


A 

阿尔文波 219 
阿尔文速度 219 

B 

伯内特项 44 
补偿金属 320,338,351 
不稳定性 

磁场 中束〜 249 
离子声波〜 250 
速度具有扩展时的束〜 250 
整体〜 264 

C 

磁场被排出等离体 238 
磁场中的空间色散 204 
磁声波 219,353 
磁旋等离体 213 
相对论性〜 213 
穿透深度 340,345 ,348,389 

D 

大气哨声 220 n 


单侧傅里叶变换 128 
倒逆过程 266,272, 211—219 , 
320 

德拜半径 98,106,118,137 
等离体波 

〜的碰撞阻尼 166 
简并性等离体中的~ 153 

相对论性等离体中的〜 125 
等离体磁化 242 
等离体共振 217 
等离体频率 119 
等离体电导率 162,165,229 
相对论性~ 193 

等离体热导率 162,232—235 
低频振荡 217 n 
电流密度关联函数 89 
电漂移 239 

电容率 

横向~ no 

相对论性等离体的〜121 
纵向〜120 

电子等离体 111,121 ,122 
电子镜面反射 346 
电子与离子间的能量交换 160 


①这个索引+重挺目录，而是其补充.索引包括目录中未直接反映出来的术语和槪念. 
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索 


引 


非对数准确度下~ 177 

相对论性等离体中〜192 
动理方程的变分原理30 
动理系数的气体动理论公式21，23, 
36 

动态屏蔽172 
堵塞点400 
对信号的响应255 

F 

贽米面曲率342 
弗拉索夫方程108 

G 

改进的对数准确度175—177 
高频振荡 217 n 
戈里可夫方程382 

格林函数 
超前〜 366 

声子 气体〜 368 
松原〜 363,382 
推迟〜 366 
温度〜 363 n 
虚时〜 363 n 

各向同性等离体的稳定性117 
共振粒子184 
管中自由分子流动59 
轨道的导心239 

H 

耗散函数285,287 
回旋共振206,210,223 
相对论性等离 体的〜 214 
回旋频率203 n 
霍尔效应227,335 


J 

积分围道被紧夹114,253 

极端相对论性气体的第二黏度24 
寄生解 17,314,320 

角动量守恒15 
浸渐陷俘情况下的孤子141 
局域平衡14 

K 

KdV 方程 143 

离子声波的~ 148 

科恩奇点152 
克努森数43 
克努森效应55 

空间色散可忽略的条件 m ，207 
库仑对数158 
扩散 

动量空间中的〜84,155,324,327 
核大小〜394,396 
横向〜 246 
能量〜95 

L 

拉莫尔半径204 
拉莫尔频率203 
朗道围道定则113,206 
朗缪尔频率119 
简并性等离体的〜153 
勒迪克-里吉效应22 7 
雷诺数44 
力热效应50 
临界核 393,398 
临界指数 405,408-409 
零声 298 


索 引 
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刘维尔定理7,63 
伦敦情况387 
螺旋波220,348 

M 

麦克斯韦黏性应力 45 n 
密度关联函数74,77 
密度矩阵149,376 
面阻抗341,345,389 

N 

能斯特效应227 

P 

碰撞积分 

巴列斯库-莱 纳尔〜 172,200 
玻尔兹曼〜9 
皮帕德情况388 
屏蔽 121,153 

平均自由程10 
等离体 中的〜 161 
费米液体中的~ 296 

介电体中的~ 273,280 

平均自由时间10 

Q 

迁移率 

电子〜89 

气体中的~ 


S 

森夫特利本效应 41 n 
声吸收 

玻色液体 中的〜 303 
声子对电子的曳引 317 n ，331 
声子谱简并性274 
适应54 

舒布尼科夫-德哈斯效应353 
各向同性模型 中的〜 359 
输运方程 8 n 
输运截面35,87,157,246 

输运系数 25 n 
索宁多项式28 

W 

维德曼-弗兰兹定律309,315 
温差电系数 165,232,306,316,324, 
326 

温度间断47 
无碰撞冲击波140 

X 

细致平衡 

光子发射的〜182—183 
器壁反射时的~ 53 

Y 


37 


R 


么正条件6,280 
硬球气体 32 , 38,72 


热分子压强效应49 
热滑移47 
热扩散36 
软模407 


Z 


涨落的谱函数76 
自由分子流动 57,59 n ,61 
管中〜 59 
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